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English Abstract
This is the first graduate course on elementary quantum mechanics in In-
ternet written in Romanian for the benefit of Romanian speaking students
(Romania and Moldova). It is a translation (with corrections) of the Spanish
version of the course, which I did at the suggestion of Ovidiu Cioroianu, a
student of physics in Bucharest. The topics included refer to the postulates
of quantum mechanics, one-dimensional barriers and wells, angular momen-
tum and spin, WKB method, harmonic oscillator, hydrogen atom, quantum
scattering, and partial waves.
Abstract Romaˆnesc
Acesta este un curs internetizat de mecanica˘ cuantica˘ elementara˘ pe care
l-am tradus cu ıˆmbuna˘ta˘t¸iri din spaniola˘ (limba ıˆn care l-am predat) la
ruga˘mintea studentului Ovidiu Cioroianu din Bucures¸ti. Este destinat ıˆn
principal acelor student¸i care se afla˘ la primele contacte cu aceasta˘ disciplina˘
de studiu obligatorie, des¸i ar putea sa˘ fie de un oarecare folos s¸i pentru
alte categorii de cititori. Sursele de ‘inspirat¸ie’ le-am ga˘sit ıˆn multe din
excelentele manuale de mecanica˘ cuantica˘ care au fost publicate de-a lungul
anilor.
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Unita˘t¸ile atomice nerelativiste de spat¸iu s¸i timp
aH = h¯
2/mee
2 = 0.529 · 10−8cm
tH = h¯
3/mee
4 = 0.242 · 10−16sec
Unita˘t¸ile Planck relativiste de spat¸iu s¸i timp
lP = h¯/mP c = 1.616 · 10−33cm
tP = h¯/mP c
2 = 5.390 · 10−44sec
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0 (E). FORWARD
The energy quanta occured in 1900 in the work of Max Planck (Nobel prize,
1918) on the black body electromagnetic radiation. Planck’s “quanta of
light” have been used by Einstein (Nobel prize, 1921) to explain the pho-
toelectric effect, but the first “quantization” of a quantity having units of
action (the angular momentum) belongs to Niels Bohr (Nobel Prize, 1922).
This opened the road to the universalization of quanta, since the action is
the basic functional to describe any type of motion. However, only in the
1920’s the formalism of quantum mechanics has been developed in a system-
atic manner. The remarkable works of that decade contributed in a decisive
way to the rising of quantum mechanics at the level of fundamental theory
of the universe, with successful technological applications. Moreover, it is
quite probable that many of the cosmological misteries may be disentan-
gled by means of various quantization procedures of the gravitational field,
advancing our understanding of the origins of the universe. On the other
hand, in recent years, there is a strong surge of activity in the information
aspect of quantum mechanics. This aspect, which was generally ignored in
the past, aims at a very attractive “quantum computer” technology.
At the philosophical level, the famous paradoxes of quantum mechanics,
which are perfect examples of the difficulties of ‘quantum’ thinking, are
actively pursued ever since they have been first posed. Perhaps the most
famous of them is the EPR paradox (Einstein, Podolsky, Rosen, 1935) on the
existence of elements of physical reality, or in EPR words: “If, without in any
way disturbing a system, we can predict with certainty (i.e., with probability
equal to unity) the value of a physical quantity, then there exists an element
of physical reality corresponding to this physical quantity.” Another famous
paradox is that of Schro¨dinger’s cat which is related to the fundamental
quantum property of entanglement and the way we understand and detect
it. What one should emphasize is that all these delicate points are the
sourse of many interesting and innovative experiments (such as the so-called
“teleportation” of quantum states) pushing up the technology.
Here, I present eight elementary topics in nonrelativistic quantum me-
chanics from a course in Spanish (“castellano”) on quantum mechanics that
I taught in the Instituto de F´ısica, Universidad de Guanajuato (IFUG),
Leo´n, Mexico, during the semesters of 1998.
Haret C. Rosu
5
0 (R). CUVIˆNT IˆNAINTE
Cuantele de energie au apa˘rut ıˆn 1900 ca o consecint¸a˘ a lucra˘rilor lui Max
Planck (premiul Nobel 1918) asupra problemei radiat¸iei de corp negru.
“Cuantele de lumina˘” planckiene au fost folosite de ca˘tre Albert Einstein
(premiul Nobel 1921) pentru a explica efectul fotoelectric, dar prima “cuan-
tificare” a unei ma˘rimi cu unita˘t¸i de act¸iune (momentul cinetic) se datoreaza˘
lui Niels Bohr (premiul Nobel 1922). Aceasta a deschis drumul univer-
salita˘t¸ii cuantelor pentru ca˘ act¸iunea este funct¸ionala fundamentala˘ pentru
descrierea orica˘rui tip de mis¸care. Chiar s¸i ıˆn aceste condit¸ii, numai anii
1920 se considera˘ ca adeva˘ratul ıˆnceput pentru formalismul cuantic, care a
fost capabil sa˘ ridice mecanica cuantica˘ la nivelul unei teorii fundamentale
a universului s¸i sa˘ o transforme ıˆntr-o sursa˘ de numeroase succese tehno-
logice. Este foarte posibil ca multe dintre misteriile cosmologice sa˘ se as-
cunda˘ ıˆn spatele diferitelor proceduri de cuantificare ale cˆımpului nelinear
gravitat¸ional s¸i eventualele progrese ıˆn aceasta˘ direct¸ie ar putea contribui
la o mai buna˘ ıˆnt¸elegere a istoriei s¸i evolut¸iei universului. Pe de alta parte,
aspectul informatic al mecanicii cuantice, care nu a fost mult investigat ıˆn
trecut, cunoas¸te ıˆn prezent o perioada˘ exploziva˘ de cerceta˘ri ıˆn ideea con-
struirii as¸a-numitelor “calculatoare cuantice”.
Iˆn domeniul filosofic este de ment¸ionat ca˘ ıˆn mecanica cuantica˘ exista˘
paradoxuri faimoase, care ıˆnca˘ se ment¸in ıˆn polemica˘ s¸i care reflecta˘ difi-
culta˘t¸ile de logica˘ pe care le creaza˘ modul de “gˆındire cuantica˘” (sau prob-
abilistica˘ cuantica˘ ). Unul dintre cele mai cunoscute paradoxuri este cel al
lui Einstein (care nu a acceptatˆın mod total mecanica cuantica˘), Podolsky
s¸i Rosen (EPR, 1935) ıˆn lega˘tura˘ cu problema daca˘ exista˘ sau nu “elemente
adeva˘rate de realitate fizica˘” ıˆn microcosmosul studiat cu metode cuantice
(dupa˘ Einstein, mecanica cuantica˘ interzice existent¸a independenta˘ a ac-
tului de ma˘surare de sistemele fizice ma˘surate). Alt paradox, de acelas¸i
rang de celebritate, este al “pisicii lui Schro¨dinger”. Ceea ce trebuie sub-
liniat ıˆn lega˘tura˘ cu toate aceste puncte teoretice s¸i metateoretice delicate
este ca˘ ele genereaza˘ experimente foarte interesante (cum ar fi, de exem-
plu, cele referitoare la as¸a-numita “teleportare” ale sta˘rilor cuantice) care
impulseaza˘ dezvoltarea tehnologica˘C˙eea ce urmeaza˘ sunt cˆıteva teme intro-
ductive ıˆn mecanica cuantica˘ nerelativista˘ care au servit ca baza˘ pentru
cursul de graduare ıˆn mecanica cuantica˘ pe care l-am predat ıˆn Institutul
de Fizica˘ al Universita˘t¸ii Statale Guanajuato din Mexic ıˆn 1998.
Haret C. Rosu
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1. POSTULATE CUANTICE
Urma˘toarele 6 postulate se pot considera ca baza˘ pentru teorie s¸i experiment
ıˆn mecanica cuantica˘ ıˆn varianta sa cea mai folosita˘ (standard).
P1.- Fieca˘ rei ma˘rimi fizice ‘bine definita˘ clasic’ L ıˆi corespunde un operator
hermitic Lˆ.
P2.- Fieca˘rei sta˘ri fizice stat¸ionare ıˆn care se poate ga˘si un sistem fizic
cuantic ıˆi corespunde o funct¸ie de unda˘ normalizata˘ ψ (‖ ψ ‖2L2= 1).
P3.- Ma˘rimea fizica˘ L poate sa˘ ‘ia’ experimental numai valorile proprii ale
Lˆ. De aceea, valorile proprii trebuie sa˘ fie reale, ceea ce are loc pentru
operatori hermitici.
P4.- Rezultatul unei ma˘sura˘tori pentru determinarea ma˘rimii L este ıˆntotdeauna
valoarea medie L a operatorului Lˆ ıˆn starea ψn, care ıˆn teorie este el-
ementul de matrice diagonal
< ψn | Lˆ | ψn >= L.
P5.- Elementele de matrice ale operatorilor coordonata˘ s¸i moment carteziene
x̂i s¸i p̂k, calculate intre funct¸iile de unda˘ f s¸i g satisfac ecuat¸iile de
mis¸care Hamilton din mecanica clasica ıˆn forma:
d
dt
< f | p̂i | g >= − < f | ∂Ĥ
∂x̂i
| g >
d
dt
< f | x̂i | g >=< f | ∂Ĥ
∂p̂i
| g > ,
unde Ĥ este operatorul hamiltonian, iar derivatele ıˆn raport cu oper-
atori se definesc ıˆn punctul 3 al acestui capitol.
P6.- Operatorii p̂i s¸i x̂k au urma˘torii comutatori:
[p̂i, x̂k] = −ih¯δik,
[p̂i, p̂k] = 0,
[x̂i, x̂k] = 0
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h¯ = h/2π = 1.0546 × 10−27 erg.sec.
1.- Corespondent¸a cu o ma˘rime fizica˘ L care are analog clasic L(xi, pk)
Aceasta se face substituind xi, pk cu x̂i p̂k. Funct¸ia L se presupune ca˘
se poate dezvolta ıˆn serie de puteri pentru orice valoare a argumentelor
sale, adica˘ este analitica˘ . Daca˘ funct¸ia nu cont¸ine produse xkpk,
operatorul Lˆ este hermitic ıˆn mod automat.
Exemplu:
T = (
∑3
i p
2
i )/2m −→ T̂ = (
∑3
i p̂
2)/2m.
Daca˘ L cont¸ine produse mixte xipi s¸i puteri ale acestora, Lˆ nu este
hermitic, ıˆn care caz L se substituie cu Λˆ, partea hermitica˘ a lui Lˆ (Λˆ
este un operator autoadjunct).
Exemplu:
w(xi, pi) =
∑
i pixi −→ ŵ = 1/2
∑3
i (p̂ix̂i + x̂ip̂i).
Rezulta˘ deasemenea ca˘ timpul nu este un operator fiind doar un parametru
(care se poate introduce ıˆn multe feluri). Aceasta pentru ca˘ timpul nu
depinde de variabilele canonice ci din contra˘ .
2.- Probabilitate ıˆn spectrul discret s¸i continuu
Daca˘ ψn este funct¸ie proprie a operatorului Mˆ , atunci:
L =< n | Lˆ | n >=< n | λn | n >= λn < n | n >= δnnλn = λn.
Deasemenea, se poate demonstra ca˘ L
k
= (λn)
k.
Daca˘ funct¸ia φ nu este funct¸ie proprie a lui Lˆ se foloses¸te dezvoltarea
ıˆn sistem complet de f.p. ale lui Lˆ s¸i deci:
Lˆψn = λnψn, φ =
∑
n anψn
combinˆınd aceste doua˘ relat¸ii obt¸inem:
Lˆφ =
∑
n λnanψn.
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Putem astfel calcula elementele de matrice ale operatorului L:
< φ | Lˆ | φ >=∑n,m a∗manλn < m | n >=∑m | am |2 λm,
ceea ce ne spune ca˘ rezultatul experimentului este λm cu o probabili-
tate | am |2.
Daca˘ spectrul este discret: de acord cu P4 ıˆnseamna˘ ca˘ | am |2, deci
coeficient¸ii dezvolta˘rii ıˆntr-un sistem complet de f.p., determina˘ prob-
abilita˘tile de observare a valorii proprii λn.
Daca˘ spectrul este continuu: folosind urma˘toarea definit¸ie
φ(τ) =
∫
a(λ)ψ(τ, λ)dλ,
se calculeaza˘ elementele de matrice pentru spectrul continuu
< φ | Lˆ | φ >
=
∫
dτ
∫
a∗(λ)ψ∗(τ, λ)dλ
∫
µa(µ)ψ(τ, µ)dµ
=
∫ ∫
a∗a(µ)µ
∫
ψ∗(τ, λ)ψ(tau, µ)dλdµdτ
=
∫ ∫
a∗(λ)a(µ)µδ(λ − µ)dλdµ
=
∫
a∗(λ)a(λ)λdλ
=
∫ | a(λ) |2 λdλ.
Iˆn cazul continuu se spune ca˘ | a(λ) |2 este densitatea de probabilitate
de a observa v.p. λ din spectrul continuu. Deasemenea, se satisface
L =< φ | Lˆ | φ >.
Este comun sa˘ se spuna˘ ca˘ < µ | Φ > este (reprezentarea lui) | Φ > ıˆn
reprezentarea µ, unde | µ > este un vector propriu al lui Mˆ .
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3.- Definit¸ia unei derivate ıˆn raport cu un operator
∂F (Lˆ)
∂Lˆ
= limǫ→∞
F (Lˆ+ǫIˆ)−F (Lˆ)
ǫ .
4.- Operatorii de impuls cartezian
Care este forma concreta˘ a lui p̂1, p̂2 y p̂3, daca˘ argumentele funct¸iilor
de unda˘ sunt coordonatele carteziene xi ?
Vom considera urma˘torul comutator:
[p̂i, x̂i
2] = p̂ix̂i
2 − x̂i2p̂i
= p̂ix̂ix̂i − x̂ip̂ix̂i + x̂ip̂ix̂i − x̂ix̂ip̂i
= (p̂ix̂i − x̂ip̂i)x̂i + x̂i(p̂ix̂i − x̂ip̂i)
= [p̂i, x̂i]x̂i + x̂i[p̂i, x̂i]
= −ih¯x̂i − ih¯x̂i = −2ih¯x̂i.
Iˆn general, se satisfac:
p̂ix̂i
n − x̂inp̂i = −nih¯x̂in−1.
Atunci, pentru toate funct¸iile analitice avem:
p̂iψ(x)− ψ(x)p̂i = −ih¯ ∂ψ∂xi .
Acum, fie p̂iφ = f(x1, x2, x3) modul ıˆn care act¸ioneaza˘ p̂i asupra lui
φ(x1, x2, x3) = 1. Atunci:
p̂iψ = −ih¯ ∂ψ∂x1 + f1ψ s¸i exista˘ relat¸ii analoage pentru x2 y x3.
Din comutatorul [p̂i, p̂k] = 0 se obt¸ine ∇× ~f = 0, s¸i deci,
fi = ∇iF .
Forma cea mai generala˘ a lui p̂i este p̂i = −ih¯ ∂∂xi + ∂F∂xi , unde F este
orice funct¸ie. Funct¸ia F se poate elimina folosind o transformare uni-
tara˘ Û † = exp( ih¯F ).
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p̂i = Û
†(−ih¯ ∂∂xi + ∂F∂xi )Û
= exp
i
h¯
F (−ih¯ ∂∂xi + ∂F∂xi ) exp
−i
h¯
F
= −ih¯ ∂∂xi
rezultˆınd p̂i = −ih¯ ∂∂xi −→ p̂ = −ih¯∇.
5.- Calculul constantei de normalizare
Orice funct¸ie de unda˘ ψ(x) ∈ L2 de variabila˘ x se poate scrie ıˆn forma:
ψ(x) =
∫
δ(x− ξ)ψ(ξ)dξ
s¸i se poate considera aceasta˘ expresie ca dezvoltare a lui ψ ıˆn f.p.
ale operatorului coordonata˘ xˆδ(x − ξ) = ξ(x − ξ). Atunci, | ψ(x) |2
este densitatea de probabilitate a coordonatei ıˆn starea ψ(x). De aici
rezulta˘ interpretarea normei
‖ ψ(x) ‖2= ∫ | ψ(x) |2 dx = 1.
Intuitiv, aceasta˘ relat¸ie ne spune ca˘ sistemul descris de ca˘tre funct¸ia
ψ(x) trebuie sa˘ se ga˘seasca˘ ıˆntr-un ‘loc’ pe axa reala˘, chiar daca˘ vom
s¸ti doar aproximativ unde.
Funct¸iile proprii ale operatorului impuls sunt:
−ih¯ ∂ψ∂xi = piψ, integrˆınd se obt¸ine ψ(xi) = A exp
i
h¯
pixi , x s¸i p au spectru
continuu s¸i deci normalizarea se face cu ‘funct¸ia delta’.
Cum se obt¸ine constanta de normalizare ?
Se poate obt¸ine utilizˆınd urma˘toarele transforma˘ri Fourier:
f(k) =
∫
g(x) exp−ikx dx, g(x) = 12π
∫
f(k) expikx dk.
Deasemenea se obt¸ine cu urma˘toarea procedura˘ :
Fie funct¸ia de unda˘ nenormalizata˘ a particulei libere
φp(x) = A exp
ipx
h¯ s¸i formula
δ(x − x′) = 12π
∫∞
−∞ exp
ik(x−x′) dx
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Se vede ca˘
∫∞
−∞ φ
∗
p′
(x)φp(x)dx
=
∫∞
−∞A
∗ exp
−ip
′
x
h¯ A exp
ipx
h¯ dx
=
∫∞
−∞ | A |2 exp
ix(p−p
′
)
h¯ dx
=| A |2 h¯ ∫∞−∞ exp ix(p−p′ )h¯ dxh¯
= 2πh¯ | A |2 δ(p − p′)
s¸i deci constanta de normalizare este:
A = 1√
2πh¯
.
Deasemenea rezulta˘ ca˘ f.p. ale operatorului impuls formeaza˘ un sistem
complet (ˆın sensul cazului continuu) pentru funct¸iile de clasa˘ L2.
ψ(x) = 1√
2πh¯
∫
a(p) exp
ipx
h¯ dp
a(p) = 1√
2πh¯
∫
ψ(x) exp
−ipx
h¯ dx.
Aceste formule stabilesc lega˘tura ıˆntre reprezenta˘rile x s¸i p.
6.- Reprezentarea p (de impuls)
Forma explicita˘ a operatorilor pˆi s¸i xˆk se poate obt¸ine din relat¸iile de
comutare, dar s¸i folosind nucleele
x(p, β) = U †xU = 12πh¯
∫
exp
−ipx
h¯ x exp
iβx
h¯ dx
12
= 12πh¯
∫
exp
−ipx
h¯ (−ih¯ ∂∂β exp
iβx
h¯ ).
Integrala are forma urma˘toare: M(λ, λ
′
) =
∫
U †(λ, x)M̂U(λ′ , x)dx, s¸i
folosind xˆf =
∫
x(x, ξ)f(ξ)dξ, act¸iunea lui xˆ asupra lui a(p) ∈ L2 este:
xˆa(p) =
∫
x(p, β)a(β)dβ
=
∫
( 12πh¯
∫
exp
−ipx
h¯ (−ih¯ ∂∂β exp
iβx
h¯ )dx)a(β)dβ
= −i2π
∫ ∫
exp
−ipx
h¯
∂
∂β exp
iβx
h¯ a(β)dxdβ
= −ih¯2π
∫ ∫
exp
−ipx
h¯
∂
∂β exp
iβx
h¯ a(β)dxh¯dβ
= −ih¯2π
∫ ∫
exp
ix(β−p)
h¯
∂
∂βa(β)d
x
h¯dβ
= −ih¯ ∫ ∂a(p)∂β δ(β − p)dβ = −ih¯∂a(p)∂p ,
unde δ(β − p) = 12π
∫
exp
ix(β−p)
h¯ dxh¯ .
Operatorul impuls ıˆn reprezentarea p se caracterizeaza˘ prin nucleul:
p(p, β) = Û †pÛ
= 12πh¯
∫
exp
−ipx
h¯ (−ih¯ ∂∂x) exp
iβx
h¯ dx
= 12πh¯
∫
exp
−ipx
h¯ β exp
iβx
h¯ dx = βλ(p− β)
rezultˆınd pˆa(p) = pa(p).
Ceea ce se ıˆntˆımpla˘ cu xˆ s¸i pˆ este ca˘ des¸i sunt operatori hermitici pen-
tru toate f(x) ∈ L2 nu sunt hermitici exact pentru funct¸iile lor proprii.
Daca˘ pˆa(p) = poa(p) s¸i xˆ = xˆ
† pˆ = pˆ†, atunci
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< a | pˆxˆ | a > − < a | xˆpˆ | a >= −ih¯ < a | a >
po[< a | xˆ | a > − < a | xˆ | a >] = −ih¯ < a | a >
po[< a | xˆ | a > − < a | xˆ | a >] = 0
Partea stˆınga˘ este zero, ıˆn timp ce dreapta este indefinita˘ , ceea ce este
o contradict¸ie.
7.- Reprezenta˘rile Schro¨dinger s¸i Heisenberg
Ecuat¸iile de mis¸care date prin P5 au diferite interpreta˘ri, datorita˘ fap-
tului ca˘ ıˆn expresia ddt < f | Lˆ | f > se poate considera dependent¸a
temporala˘ ca apart¸inˆınd fie funct¸iilor de unda˘ fie operatorilor, fie atˆıt
funct¸iilor de unda˘ cˆıt s¸i operatorilor. Vom considera numai primele
doua˘ cazuri.
• Pentru un operator ce depinde de timp Ô = Ô(t) avem:
pˆi = − ∂Ĥ∂xˆi , xˆi = ∂Ĥ∂pˆi
[pˆ, f ] = pˆf − f pˆ = −ih¯ ∂f∂xˆi
[xˆ, f ] = xˆf − fxˆ = −ih¯ ∂f∂pˆi
s¸i se obt¸in ecuat¸iile de mis¸care Heisenberg:
pˆi =
−i
h¯ [pˆ, Ĥ], xˆi =
−i
h¯ [xˆ, Ĥ].
• Daca˘ funct¸iile de unda˘ depind de timp, ıˆnca˘ se poate folosi pˆi =
−i
h¯ [pˆi, Ĥ], pentru ca˘ este o consecint¸a˘ numai a relat¸iilor de co-
mutare care nu depind de reprezentare
d
dt < f | pˆi | g >= −ih¯ < f | [pˆ, Ĥ] | g >.
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Daca˘ acum pˆi s¸i Ĥ nu depind de timp s¸i se t¸ine cont de hermitic-
itate se obt¸ine:
(∂f∂t , pˆig) + (pˆif,
∂g
∂t )
= −ih¯ (f, pˆiHˆg) +
i
h¯(f, Hˆpˆig)
= −ih¯ (pˆf, Hˆg) +
i
h¯(Hˆf, pˆig)
(∂f∂t +
i
h¯Hˆf, pˆig) + (pˆif,
∂g
∂t − ih¯Hˆg) = 0
Ultima relat¸ie se ıˆndeplines¸te pentru orice pereche de funct¸ii f(x)
s¸i g(x) ıˆn momentul init¸ial daca˘ fiecare satisface ecuat¸ia
ih¯∂ψ∂t = Hψ.
Aceasta este ecuat¸ia Schro¨dinger s¸i descrierea sistemului cu aju-
torul operatorilor independent¸i de timp se cunoas¸te ca reprezentarea
Schro¨dinger.
Iˆn ambele reprezenta˘ri evolut¸ia temporala˘ a sistemului se caracter-
izeaza˘ prin operatorul Ĥ, care se obt¸ine din funct¸ia Hamilton din
mecanica clasica˘ .
Exemplu: Ĥ pentru o particula˘ ıˆn potent¸ial U(x1, x2, x3) este:
Ĥ = pˆ
2
2m + U(x1, x2, x3), s¸i ıˆn reprezentarea x este:
Ĥ = − h¯22m∇2x + U(x1, x2, x3).
8.- Lega˘tura ıˆntre reprezenta˘rile S s¸i H
P5 este corect ıˆn reprezenta˘rile Schro¨dinger s¸i Heisenberg. De aceea,
valoarea medie a orica˘rei observabile coincide ıˆn cele doua˘ reprezenta˘ri,
s¸i deci, exista˘ o transformare unitara˘ cu care se poate trece de la o
reprezentare la alta. O astfel de transformare este de forma sˆ† =
exp
−iHˆt
h¯ . Pentru a trece la reprezentarea Schro¨dinger trebuie folosita˘
transformata Heisenberg ψ = sˆ†f cu f s¸i Lˆ, s¸i pentru a trece la
reprezentarea Heisenberg se foloses¸te transformarea Schro¨dinger Λˆ =
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sˆ†Lˆsˆ cu ψ s¸i Λˆ. Se poate obt¸ine ecuat¸ia Schro¨dinger dupa˘ cum urmeaza˘
: cum ıˆn transformarea ψ = sˆ†f funct¸ia f nu depinde de timp, vom
deriva transformarea ıˆn raport cu timpul pentru a obt¸ine:
∂ψ
∂t =
∂s†
∂t f =
∂
∂t(exp
−iĤt
h¯ )f = −ih¯ Ĥ exp
−iĤt
h¯ f = −ih¯ Ĥsˆ
†f = −ih¯ Ĥψ.
s¸i deci, avem:
ih¯∂ψ∂t = Ĥψ.
Iˆn continuare obt¸inem ecuat¸ia Heisenberg: punˆınd transformarea Schro¨dinger
ıˆn urma˘toarea forma˘ sˆΛˆsˆ† = Lˆ s¸i derivˆınd ıˆn raport cu timpul se obt¸ine
ecuat¸ia Heisenberg
∂Lˆ
∂t =
∂sˆ
∂t Λˆsˆ
† + sˆΛˆ∂sˆ†∂t =
i
h¯Ĥ exp
iĤt
h¯ Λˆsˆ† − ih¯ sˆλˆ exp
−iHˆt
h¯ Ĥ
= ih¯(ĤsˆΛˆsˆ
† − sˆΛˆsˆ†Ĥ) = ih¯(ĤLˆ− LˆĤ) = ih¯ [Ĥ, Lˆ].
Prin urmare, avem:
∂Lˆ
∂t =
i
h¯ [Ĥ, Lˆ].
Deasemenea, ecuat¸ia Heisenberg se poate scrie ıˆn forma urma˘toare:
∂Lˆ
∂t =
i
h¯ sˆ[Ĥ, Λˆ]sˆ
†.
Lˆ se cunoas¸te ca integrala˘ de mis¸care daca˘ ddt < ψ | Lˆ | ψ >= 0 s¸i se
caracterizeaza˘ prin urma˘torii comutatori:
[Ĥ, Lˆ] = 0, [Ĥ, Λˆ] = 0.
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9.- Sta˘ri stat¸ionare
Sta˘rile unui sistem descris prin f.p. ale lui Ĥ se numesc sta˘ri stat¸ionare
ale sistemului, ıˆn timp ce setul de v.p. corespunza˘toare se numes¸te
spectrul de energie (spectrul energetic) al sistemului. Iˆn astfel de
cazuri, ecuat¸ia Schro¨dinger este :
ih¯∂ψn∂t = Enψn = Ĥψn.
Solut¸iile sunt de forma: ψn(x, t) = exp
−iEnt
h¯ φn(x).
• Probabilitatea este urma˘toarea:
δ(x) =| ψn(x, t) |2=| exp
−iEnt
h¯ φn(x) |2
= exp
iEnt
h¯ exp
−iEnt
h¯ | φn(x) |2=| φn(x) |2.
Rezulta˘ ca˘ probabilitatea este constanta˘ ıˆn timp.
• Iˆn sta˘rile stat¸ionare, valoarea medie a orica˘rui comutator de forma
[Ĥ, Aˆ] este zero, unde Aˆ este un operator arbitrar:
< n | ĤAˆ− AˆĤ | n >=< n | ĤAˆ | n > − < n | AˆĤ | n >
=< n | EnAˆ | n > − < n | AˆEn | n >
= En < n | Aˆ | n > −En < n | Aˆ | n >= 0.
• Teorema de virial (virialului) ıˆn mecanica cuantica˘ - daca˘ Ĥ este
un operator hamiltonian al unei particule ıˆn cˆımpul U(r), folosind
Aˆ = 1/2
∑3
i=1(pˆixˆi − xˆipˆi) se obt¸ine:
< ψ | [Aˆ, Ĥ] | ψ >= 0 =< ψ | AˆĤ − ĤAˆ | ψ >
=
∑3
i=1 < ψ | pˆixˆiĤ − Ĥpˆixˆi | ψ >
=
∑3
i=1 < ψ | [Ĥ, xˆi]pˆi + xˆi[Ĥ, pˆi] | ψ >.
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folosind de mai multe ori comutatorii s¸i pˆi = −ih¯∇i, Hˆ = T̂ +
U(r), se poate obt¸ine:
< ψ | [Aˆ, Ĥ] | ψ >= 0
= −ih¯(2 < ψ | T̂ | ψ > − < ψ | ~r · ∇U(r) | ψ >).
Aceasta este teorema virialului. Daca˘ potent¸ialul este U(r) =
Uor
n, atunci se obt¸ine o forma˘ a teoremei de virial ca ıˆn mecanica
clasica˘ cu unica diferent¸a˘ ca˘ se refera˘ la valori medii
T = n2U .
• Pentru un Hamiltonian Ĥ = − h¯22m∇2 + U(r) s¸i [~r,H] = −ih¯m ~p,
calculˆınd elementele de matrice se obt¸ine:
(Ek − En) < n | ~r | k >= ih¯m < n | pˆ | k >.
10.- Densitate de curent de probabilitate Schro¨dinger
Urma˘toarea integrala˘ :
∫ | ψn(x) |2 dx = 1,
este normalizarea unei f.p. din spectrul discret ıˆn reprezentarea de
coordonata˘ , s¸i apare ca o condit¸ie asupra mis¸ca˘rii microscopice ıˆntr-o
regiune finita˘ .
Pentru f.p. ale spectrului continuu ψλ(x) nu se poate da ıˆn mod direct
o interpretare probabilistica˘ .
Sa˘ presupunem o funct¸ie data˘ φ ∈ L2, pe care o scriem ca o combinat¸ie
lineara˘ de f.p. ıˆn continuu:
φ =
∫
a(λ)ψλ(x)dx.
Se spune ca˘ φ corespunde unei mis¸ca˘ri infinite.
Iˆn multe cazuri, funct¸ia a(λ) este diferita˘ de zero numai ıˆntr-o vecina˘tate
a unui punct λ = λo. Iˆn acest caz φ se cunoas¸te ca pachet de unde.
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Vom calcula acum viteza de schimbare a probabilita˘t¸ii de a ga˘si sis-
temul ıˆn segmentul (volumul) Ω (generalizarea 3D se face trivial s¸i se
va presupune, chiar daca˘ notat¸ia este 1D).
P =
∫
Ω | ψ(x, t) |2 dx =
∫
Ω ψ
∗(x, t)ψ(x, t)dx.
Derivˆınd integrala ıˆn raport cu timpul ga˘sim:
dP
dt =
∫
Ω(ψ
∂ψ∗
∂t + ψ
∗ ∂ψ
∂t )dx.
Utilizˆınd ecuat¸ia Schro¨dinger ıˆn integrala din partea dreapta˘ se obt¸ine:
dP
dt =
i
h¯
∫
Ω(ψHˆψ
∗ − ψ∗Hˆψ)dx.
Folosind identitatea f∇2g−g∇2f = div[(f)grad(g)− (g)grad(f)] pre-
cum s¸i ecuat¸ia Schro¨dinger ıˆn forma:
Hˆψ = h¯
2
2m∇2ψ + V ψ
s¸i substituind ıˆn integrala˘ se obt¸ine:
dP
dt =
i
h¯
∫
Ω[ψ(− h¯
2
2m∇2ψ∗)− ψ∗(−h¯
2
2m ∇2ψ)]dx
= − ∫Ω ih¯2m (ψ∇2ψ∗ − ψ∗∇2ψ)dx
= − ∫Ω div ih¯2m (ψ∇2ψ∗ − ψ∗∇2ψ)dx.
Folosind teorema divergent¸ei pentru a transforma integrala de volum
ıˆn una de suprafat¸a˘ obt¸inem:
dP
dt = −
∮ ih¯
2m (ψ∇ψ∗ − ψ∗∇ψ)dx.
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Ma˘rimea ~J(ψ) = ih¯2m (ψ∇ψ∗−ψ∗∇ψ) se cunoas¸te ca densitate de curent
de probabilitate, pentru care imediat se obt¸ine o ecuat¸ie de continui-
tate,
dρ
dt + div(
~J ) = 0.
• Daca˘ ψ(x) = AR(x), unde R(x) este o funct¸ie reala˘ , atunci:
~J(ψ) = 0.
• Pentru f.p. ale impulsului ψ(x) = 1
(2πh¯)3/2
exp
i~p~x
h¯ se obt¸ine:
J(ψ) = ih¯2m (
1
(2πh¯)3/2 exp
i~p~x
h¯ ( i~ph¯(2πh¯)3/2 exp
−i~p~x
h¯ )
−( 1(2πh¯)3/2 exp
−i~p~x
h¯
i~p
h¯(2πh¯)3/2 exp
ih¯~p~x
h¯ ))
= ih¯2m(− 2i~ph¯(2πh¯)3 ) = ~pm(2πh¯)3 ,
ceea ce ne indica˘ o densitatea de curent de probabilitate indepen-
denta˘ de coordonata˘ .
11.- Operator de transport spat¸ial
Daca˘ Ĥ este invariant la translat¸ii de vector arbitrar ~a,
Ĥ(~r + ~a) = Ĥ ~(r) ,
atunci exista˘ un T̂ (~a) unitar T̂ †(~a)Ĥ(~r)T̂ (~a) = Ĥ(~r + ~a).
Din cauza comutativita˘t¸ii translat¸iilor
T̂ (~a)T̂ (~b) = T̂ (~b)T̂ (~a) = T̂ (~a+~b),
rezulta˘ ca˘ T̂ are forma T̂ = expikˆa, unde kˆ = pˆh¯ .
Iˆn cazul infinitezimal:
T̂ (δ~a)ĤT̂ (δ~a) ≈ (Iˆ + ikˆδ~a)Ĥ(Iˆ − ikˆδ~a),
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Ĥ(~r) + i[Kˆ, Ĥ]δ~a = Ĥ(~r) + (∇Ĥ)δ~a.
Deasemenea [pˆ, Ĥ] = 0, unde pˆ este o integrala˘ de mis¸care. Sistemul
are funct¸ii de unda˘ de forma ψ(~p,~r) = 1(2πh¯)3/2 exp
i~p~r
h¯ s¸i transformarea
unitara˘ face ca exp
i~p~a
h¯ ψ(~r) = ψ(~r+~a). Operatorul de transport spat¸ial
T̂ † = exp
−i~p~a
h¯ este analogul lui sˆ† = exp
−iHˆt
h¯ , operatorul de ‘transport’
temporal.
12.- Exemplu: Hamiltonian cristalin
Daca˘ Ĥ este invariant pentru o translat¸ie discreta˘ (de exemplu ıˆntr-o
ret¸ea cristalina˘ ) Ĥ(~r + ~a) = Ĥ(~r), unde ~a =
∑
i ~aini, ni ∈ N s¸i ai
sunt vectorii barici, atunci:
Ĥ(~r)ψ(~r) = Eψ(~r),
Ĥ(~r + ~a)ψ(~r + ~a) = Eψ(~r + ~a) = Hˆ(~r)ψ(~r + ~a).
Rezulta˘ ca˘ ψ(~r) s¸i ψ(~r + ~a) sunt funct¸ii de unda˘ pentru aceeas¸i v.p.
a lui Ĥ. Relat¸ia ıˆntre ψ(~r) s¸i ψ(~r + ~a) se poate ca˘uta ıˆn forma
ψ(~r + ~a) = cˆ(~a)ψ(~r) unde cˆ(~a) este o matrice gxg (g este gradul de
degenerare al nivelului E). Doua˘ matrici de tip coloana˘ , cˆ(~a) cˆ(~b) co-
muta˘ s¸i atunci sunt diagonalizabili simultan.
Iˆn plus, pentru elementele diagonale se respecta˘ cii(~a)cii(~b) = cii(~a+~b),
i=1,2,....,g, cu solut¸ii de tipul cii(a) = exp
ikia. Rezulta˘ ca˘ ψk(~r) =
Uk(~r) exp
i~k~a, unde ~k este un vector real arbitrar s¸i funct¸ia Uk(~r) este
periodica˘ de perioada˘ ~a, Uk(~r + ~a) = Uk(~r).
Afirmat¸ia ca˘ funct¸iile proprii ale unui Hˆ periodic cristalin Hˆ(~r+~a) =
Hˆ(~r) se pot scrie ψk(~r) = Uk(~r) exp i~k~a cu Uk(~r + ~a) = Uk(~r) se
cunoas¸te ca teorema lui Bloch. Iˆn cazul continuu, Uk trebuie sa˘ fie
constant, pentru ca˘ o constanta˘ este unica funct¸ie periodica˘ pentru
orice ~a. Vectorul ~p = h¯~k se numes¸te cuasi-impuls (prin analogie cu
cazul continuu). Vectorul ~k nu este determinat ıˆn mod univoc, pentru
ca˘ i se poate ada˘uga orice vector ~g pentru care ga = 2πn unde n ∈ N.
Vectorul ~g se poate scrie ~g =
∑3
i=1
~bimi unde mi sunt numere ıˆntregi
s¸i bi sunt dat¸i de
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~bi = 2π
aˆj× ~ak
~ai( ~aj× ~ak)
pentru i 6= j 6= k. ~bi sunt vectorii barici ai ret¸elei cristaline.
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1N. Note
1. Pentru “crearea mecanicii cuantice...”, Werner Heisenberg a fost distins
cu premiul Nobel ıˆn 1932 (primit ıˆn 1933). Articolul “Zu¨r Quantenmechanik.
II”, [“Asupra mecanicii cuantice.II”, Zf. f. Physik 35, 557-615 (1926) (ajuns
la redact¸ie ıˆn ziua de 16 Noiembrie 1925) de M. Born, W. Heisenberg s¸i P.
Jordan, se cunoas¸te ca “lucrarea celor trei (oameni)” s¸i este considerat ca
cel care a deschis cu adeva˘rat vastele orizonturi ale mecanicii cuantice.
2. Pentru “interpretarea statistica˘ a funct¸iei de unda˘ ” Max Born a primit
premiul Nobel ıˆn 1954.
1P. Probleme
Problema 1.1: Se considera˘ doi operatori A s¸i B care prin ipoteza˘ comuta˘.
Iˆn acest caz se poate deduce relat¸ia:
eAeB = e(A+B)e(1/2[A,B]).
Solut¸ie
Definim un operator F(t), ca funct¸ie de variabila˘ reala˘ t, prin: F (t) =
e(At)e(Bt).
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Atunci: dFdt = Ae
AteBt + eAtBeBt = (A+ eAtBe−At)F (t).
Acum, aplicˆınd formula [A,F (B)] = [A,B]F
′
(B), avem
[eAt, B] = t[A.B]eAt, s¸i deci: eAtB = BeAt + t[A,B]eAt ,
multiplicˆınd ambele pa˘rt¸i ale ecuat¸iei ultime cu exp−At s¸i substituind ıˆn
prima ecuat¸ie, obt¸inem:
dF
dt = (A+B + t[A,B])F (t).
Operatorii A, B s¸i [A,B] comuta˘ prin ipoteza˘ . Deci, putem integra
ecuat¸ia diferent¸iala˘ ca s¸i cum A+B s¸i [A,B] ar fi numere (scalare).
Vom avea deci:
F (t) = F (0)e(A+B)t+1/2[A,B]t
2
.
Punˆınd t = 0, se vede ca˘ F (0) = 1, s¸i :
F (t) = e(A+B)t+1/2[A,B]t
2
.
Punˆınd acum t = 1, obt¸inem rezultatul dorit.
Problema 1.2: Sa˘ se calculeze comutatorul [X,Dx].
Solut¸ie
Calculul se face aplicˆınd comutatorul unei funct¸ii arbitrare ψ(~r):
[X,Dx]ψ(~r) = (x
∂
∂x − ∂∂xx)ψ(~r) = x ∂∂xψ(~r)− ∂∂x [xψ(~r)]
= x ∂∂xψ(~r)− ψ(~r)− x ∂∂xψ(~r) = −ψ(~r).
Cum aceasta˘ relat¸ie se satisface pentru orice ψ(~r), se poate deduce ca˘ :
[X,Dx] = −1.
Problema 1.3: Sa˘ se verifice ca˘ urma de matrice este invarianta˘ la schimba˘ri
de baze ortonormale discrete.
Solut¸ie
Suma elementelor diagonale ale unei reprezenta˘ri matriceale de un oper-
ator (cuantic) A ıˆntr-o baza˘ arbitrara˘ nu depinde de baza˘ .
Se va obt¸ine aceasta˘ propietate pentru cazul schimba˘rii dintr-o baza˘ ortonor-
mala˘ dicreta˘ | ui > ıˆn alta ortonormal discreta˘ | tk >. Avem:∑
i < ui | A | ui >=
∑
i < ui | (
∑
k | tk >< tk |)A | ui >
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(unde s-a folosit relat¸ia de completitudine pentru starea tk). Partea dreapta˘
este egala˘ cu:
∑
i,j < ui | tk >< tk | A | ui >=
∑
i,j < tk | A | ui >< ui | tk >,
(este posibila˘ schimbarea ordinii ıˆn produsul de doua˘ numere scalare). Ast-
fel, putem ıˆnlocui
∑
i | ui >< ui | cu unu (relat¸ia de completitudine pentru
sta˘rile | ui >), pentru a obt¸ine ıˆn final:∑
i
< ui | A | ui >=
∑
k
< tk | A | tk > .
As¸adar, s-a demonstrat proprietatea ceruta˘ de invariant¸a˘ pentru urmele
matriceale.
Problema 1.4: Daca˘ pentru operatorul hermitic N exista˘ operatorii her-
mitici L s¸i M astfel ca˘ : [M,N ] = 0, [L,N ] = 0, [M,L] 6= 0, atunci funct¸iile
proprii ale lui N sunt degenerate.
Solut¸ie
Fie ψ(x;µ, ν) funct¸iile proprii comune ale luiM s¸i N (fiind de comutator
nul sunt observabile simultane). Fie ψ(x;λ, ν) funct¸iile proprii comune ale
lui L s¸i N (fiind de comutator nul sunt observabile simultane). Parametrii
greci indica˘ valorile proprii ale operatorilor corespunza˘tori. Considera˘m,
pentru a simplifica, ca˘ N are spectru discret. Atunci:
f(x) =
∑
ν
aνψ(x;µ, ν) =
∑
ν
bνψ(x;λ, ν) .
Se calculeaza˘ acum elementul de matrice < f |ML|f >:
< f |ML|f >=
∫ ∑
ν
µνaνψ
∗(x;µ, ν)
∑
ν′
λν′ bν′ψ(x;λ, ν
′
)dx .
Daca˘ toate funct¸iile proprii ale lui N sunt diferite (nedegenerate) atunci
< f |ML|f >= ∑ν µνaνλνbν . Dar acelas¸i rezultat se obt¸ine s¸i daca˘ se cal-
culeaza˘ < f |LM |f > s¸i comuatorul ar fi zero. Prin urmare, unele funct¸ii
proprii ale lui N trebuie sa˘ fie degenerate.
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2. BARIERE S¸I GROPI RECTANGULARE
Regiuni de potent¸ial constant
Iˆn cazul unui potent¸ial rectangular, V (x) este o funct¸ie constanta˘ V (x) =
V ıˆntr-o regiune oarecare ıˆn spat¸iu. Iˆntr-o astfel de regiune, ecuat¸ia Schro¨dinger
poate fi scrisa˘ :
d2ψ(x)
dx2
+
2m
h¯2
(E − V )ψ(x) = 0 (1)
Distingem mai multe cazuri:
(i) E > V
Introducem constanta pozitiva˘ k, definita˘ prin
k =
√
2m(E − V )
h¯
(2)
Solut¸ia ecuat¸iei (1) se poate atunci scrie:
ψ(x) = Aeikx +A′e−ikx (3)
unde A s¸i A′ sunt constante complexe.
(ii) E < V
Aceasta˘ condit¸ie corespunde la regiuni de spat¸iu care ar fi interzise pentru
particula˘ din punctul de vedere al mis¸ca˘rii mecanice clasice. Iˆn acest caz,
introducem constanta pozitiva˘ q definita˘ prin:
q =
√
2m(V − E)
h¯
(4)
s¸i solut¸ia lui (1) poate fi scrisa˘ :
ψ(x) = Beqx +B′e−qx (5)
unde B s¸i B′ sunt constante complexe.
(iii) E = V
Iˆn acest caz special, ψ(x) este o funct¸ie lineara˘ de x.
Comportamentul lui ψ(x) la o discontinuitate a potent¸ialului
S-ar putea crede ca˘ in punctul x = x1, unde potent¸ialul V (x) este
discontinuu, funct¸ia de unda˘ ψ(x) se comporta˘ mai ciudat, poate ca˘ ıˆn mod
discontinuu, de exemplu. Aceasta nu se ıˆntˆımpla˘ : ψ(x) s¸i dψdx sunt continue,
s¸i numai a doua derivata˘ prezinta˘ discontinuitate ıˆn x = x1.
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Viziune generala˘ asupra calculului
Procedeul pentru determinarea sta˘rii stat¸ionare ıˆn potent¸iale rectangu-
lare este deci urma˘torul: ıˆn toate regiunile unde V (x) este constant, scriem
ψ(x) ıˆn oricare dintre cele doua˘ forme (3) sau (5) ıˆn funct¸ie de aplicat¸ie; ıˆn
continuare ‘lipim’ aceste funt¸ii corespunza˘tor cerint¸ei de continuitate pentru
ψ(x) s¸i dψdx ıˆn punctele unde V (x) este discontinuu.
Examinarea cˆıtorva cazuri simple
Sa˘ facem calculul cantitativ pentru sta˘rile stat¸ionare, conform metodei
descrise.
Potent¸ial treapta˘
x
V(x)
V 0
0
I II
Fig. 2.1
a. Cazul E > V0; reflexie part¸iala˘
Sa˘ punem ec. (2) ıˆn forma:
k1 =
√
2mE
h¯
(6)
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k2 =
√
2m(E − V0)
h¯
(7)
Solut¸ia ec. (1) are forma din ec. (3) ıˆn regiunile I(x < 0) s¸i II(x > 0):
ψI = A1e
ik1x +A′1e
−ik1x
ψII = A2e
ik2x +A′2e
−ik2x
Iˆn regiunea I ec. (1) ia forma:
ψ′′(x) +
2mE
h¯2
ψ(x) = ψ′′(x) + k2ψ(x) = 0
iar ıˆn regiunea II:
ψ′′(x)− 2m
h¯2
[V0 − E]φ(x) = ψ′′(x)− q2ψ(x) = 0
Daca˘ ne limita˘m la cazul unei particule incidente care ‘vine’ de la x = −∞,
trebuie sa˘ alegem A′2 = 0 s¸i putem determina raporturile A′1/A1 s¸i A2/A1.
Condit¸iile de ‘lipire’ dau atunci:
• ψI = ψII , ıˆn x = 0 :
A1 +A
′
1 = A2 (8)
• ψ′I = ψ′II , ıˆn x = 0 :
A1ik1 −A′1ik1 = A2ik2 (9)
Substituind A1 s¸i A
′
1 din (8) ıˆn (9):
A′1 =
A2(k1 − k2)
2k1
(10)
A1 =
A2(k1 + k2)
2k1
(11)
Egalarea constantei A2 ıˆn (10) s¸i (11) implica˘ :
A′1
A1
=
k1 − k2
k1 + k2
(12)
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s¸i din (11) obt¸inem:
A2
A1
=
2k1
k1 + k2
(13)
ψ(x) este o superpozit¸ia de doua˘ unde. Prima (termenul ıˆn A1) corespunde
unei particule incidente, de moment p = h¯k1, ıˆn propagare de la stˆınga la
dreapta. A doua (termenul ıˆn A′1) corespunde unei particule reflectate, de
impuls −h¯k1, ıˆn propagare ıˆn sens opus. Cum deja am ales A′2 = 0, ψII(x)
cont¸ine o singura˘ unda˘ , care este asociata˘ cu o particula˘ transmisa˘ . (Se va
ara˘ta mai departe cum este posibil, folosind conceptul de curent de prob-
abilitate, sa˘ definim coeficientul de transmisie T precum s¸i coeficientul de
reflexie R pentru potent¸ialul treapta˘ ). Aces¸ti coeficient¸i dau probabilitatea
ca o particula˘ , sosind de la x = −∞, ar putea trece de potent¸ialul treapta˘
ıˆn x = 0 sau se ıˆntoarce. Astfel obt¸inem:
R = |A
′
1
A1
|2 (14)
iar pentru T :
T =
k2
k1
|A2
A1
|2 . (15)
T¸inˆınd cont de (12) s¸i (13), avem:
R = 1− 4k1k2
(k1 + k2)2
(16)
T =
4k1k2
(k1 + k2)2
. (17)
Este us¸or de verificat ca˘ R + T = 1: este deci sigur ca˘ particula va fi
transmisa˘ sau reflectata˘ . Contrar predict¸iilor mecanicii clasice, particula
incidenta˘ are o probabilitate nenula˘ de a nu se ıˆntoarce.
Deasemenea este us¸or de verificat, folosind (6), (7) s¸i (17), ca˘ daca˘ E ≫
V0 atunci T ≃ 1: cˆınd energia particulei este suficient de mare ıˆn comparat¸ie
cu ıˆna˘lt¸imea treptei, pentru particula˘ este ca s¸i cum obstacolul treapta˘ nu
ar exista.
Considerˆınd solut¸ia ıˆn regiunea I:
ψI = A1e
ik1x +A′1e
−ik1x
j = − ih¯
2m
(φ∗ ▽ φ− φ▽ φ∗) (18)
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cu A1e
ik1x s¸i conjugata sa A∗1e−ik1x:
j = − ih¯
2m
[(A∗1e
−ik1x)(A1ik1eik1x)− (A1eik1x)(−A∗1ik1e−ik1x)]
j =
h¯k1
m
|A1|2
Acum cu A′1e−ik1x s¸i conjugata sa A∗1eik1x rezulta˘ :
j = − h¯k1
m
|A′1|2 .
Dorim ıˆn continuare sa˘ verifica˘m proport¸ia de curent reflectat fat¸a˘ de
curentul incident (mai precis, dorim sa˘ verifica˘m probabilitatea ca particula
sa˘ fie returnata˘ ):
R =
|j(φ−)|
|j(φ+)| =
| − h¯k1m |A′1|2|
| h¯k1m |A1|2|
= |A
′
1
A1
|2 (19)
Similar, proport¸ia de transmisie fat¸a˘ de incident¸a˘ (adica˘ probabilitatea
ca particula sa˘ fie transmisa˘ ) este, t¸inˆınd acum cont de solut¸ia din regiunea
II:
T =
| h¯k2m |A2|2|
| h¯k1m |A1|2|
=
k2
k1
|A2
A1
|2 (20)
a. Cazul E < V0; reflexie totala˘
Iˆn acest caz avem:
k1 =
√
2mE
h¯
(21)
q2 =
√
2m(V0 − E)
h¯
(22)
Iˆn regiunea I(x < 0), solut¸ia ec. (1) [scrisa˘ ψ(x)′′ + k21ψ(x) = 0] are forma
data˘ ıˆn ec. (3):
ψI = A1e
ik1x +A′1e
−ik1x (23)
iar ıˆn regiunea II(x > 0), aceeas¸i ec. (1) [acum scrisa˘ ψ(x)′′ − q22ψ(x) = 0]
are forma ec. (5):
ψII = B2e
q2x +B′2e
−q2x (24)
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Pentru ca solut¸ia sa˘ fie ment¸inuta˘ finita˘ cˆınd x→ +∞, este necesar ca:
B2 = 0 (25)
Condit¸iile de ‘lipit’ ıˆn x = 0 dau ıˆn acest caz:
• ψI = ψII , ıˆn x = 0 :
A1 +A
′
1 = B
′
2 (26)
• ψ′I = ψ′II , ıˆn x = 0 :
A1ik1 −A′1ik1 = −B′2q2 (27)
Substituind A1 s¸i A
′
1 din (26) ıˆn (27):
A′1 =
B′2(ik1 + q2)
2ik1
(28)
A1 =
B′2(ik1 − q2)
2ik1
(29)
Egalarea constantei B′2 ıˆn (28) s¸i (29) duce la:
A′1
A1
=
ik1 + q2
ik1 − q2 =
k1 − iq2
k1 + iq2
, (30)
astfel ca˘ din (29) avem:
B′2
A1
=
2ik1
ik1 − q2 =
2k1
k1 − iq2 (31)
Coeficientul de reflexie R este deci:
R = |A
′
1
A1
|2 = |k1 − iq2
k1 + iq2
|2 = k
2
1 + q
2
2
k21 + q
2
2
= 1 (32)
Ca ıˆn mecanica clasica˘ , microparticula este ıˆntotdeauna reflectata˘ (reflexie
totala˘ ). Totus¸i, exista˘ o diferent¸a˘ importanta˘ : datorita˘ existent¸ei as¸a-
numitei unde evanescente e−q2x, particula are o probabilitate nenula˘ de a
se ga˘si ‘prezenta˘ ’ ıˆn regiunea din spat¸iu care este clasic interzisa˘ . Aceasta˘
probabilitate descres¸te exponent¸ial cu x s¸i ajunge sa˘ fie neglijabila˘ cˆınd x
depa˘s¸es¸te “zona” 1/q2 corespunza˘toare undei evanescente. Sa˘ nota˘m s¸i ca˘
A′1/A1 este complex. O anumita˘ diferent¸a˘ de faza˘ apare din cauza reflexiei,
care, fizic, se datoreaza˘ faptului ca˘ particula este ‘ frˆınata˘’ (ˆıncetinita˘ cˆınd
intra˘ ıˆn regiunea x > 0. Nu exista˘ analogie pentru aceasta ıˆn mecanica
clasica˘ , ci doar ıˆn optica fizica˘ .
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Potent¸iale tip bariera˘
0 l x
V(x)
V0
II IIII
Fig. 2.2
a. Cazul E > V0; rezonant¸e
Sa˘ punem aici ec. (2) ıˆn forma:
k1 =
√
2mE
h¯
(33)
k2 =
√
2m(E − V0)
h¯
(34)
Solut¸ia ec. (1) este ca ıˆn ec. (3) ıˆn regiunile I(x < 0), II(0 < x < a) s¸i
III(x > a) :
ψI = A1e
ik1x +A′1e
−ik1x
ψII = A2e
ik2x +A′2e
−ik2x
ψIII = A3e
ik1x +A′3e
−ik1x
Daca˘ ne limita˘m la cazul unei particule incidente care vine de la x = −∞,
trebuie sa˘ alegem A′3 = 0.
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• ψI = ψII , ıˆn x = 0 :
A1 +A
′
1 = A2 +A
′
2 (35)
• ψ′I = ψ′II , ıˆn x = 0 :
A1ik1 −A′1ik1 = A2ik2 −A′2ik2 (36)
• ψII = ψIII , ıˆn x = a :
A2e
ik2a +A′2e
−ik2a = A3eik1a (37)
• ψ′II = ψ′III , ıˆn x = a :
A2ik2e
ik2a −A′2ik2e−ik2a = A3ik1eik1a (38)
Condit¸iile de continuitate ıˆn x = a dau A2 s¸i A
′
2 ıˆn funct¸ie de A3, s¸i cele din
x = 0 dau A1 s¸i A
′
1 ıˆn funt¸ie de A2 s¸i A
′
2 (s¸i deci ıˆn funct¸ie de A3). Acest
procedeu este ara˘tat ıˆn continuare.
Substituind A′2 din ec. (37) ıˆn (38):
A2 =
A3e
ik1a(k2 + k1)
2k2eik2a
(39)
Substituind A2 din ec. (37) ıˆn (38):
A′2 =
A3e
ik1a(k2 − k1)
2k2e−ik2a
(40)
Substituind A1 din ec. (35) ıˆn (36):
A′1 =
A2(k2 − k1)−A′2(k2 + k1)
−2k1 (41)
Substituind A′1 din ec. (35) ıˆn (36):
A1 =
A2(k2 + k1)−A′2(k2 − k1)
2k1
(42)
Acum, substituind ıˆn (41) ecuat¸iile (39) s¸i (40), avem:
A′1 = i
(k22 − k21)
2k1k2
(sin k2a)e
ik1aA3 (43)
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Iˆn final, substituind ıˆn (42) ecuat¸iile (39) s¸i (40):
A1 = [cos k2a− ik
2
1 + k
2
2
2k1k2
sin k2a]e
ik1aA3 (44)
A′1/A1 s¸i A3/A1 [raporturi care se obt¸in egalˆınd ecuat¸iile (43) s¸i (44), s¸i
respectiv separˆınd ıˆn ec. (44)] ne permit calculul coeficientului de reflexie R
precum s¸i a celui de transmisie T pentru acest caz simplu de bariera˘ , fiind
aces¸tia dat¸i de:
R = |A′1/A1|2 =
(k21 − k22)2 sin2 k2a
4k21k
2
2 + (k
2
1 − k22)2 sin2 k2a
, (45)
T = |A3/A1|2 = 4k
2
1k
2
2
4k21k
2
2 + (k
2
1 − k22)2 sin2 k2a
, (46)
Acum este us¸or de verificar ca˘ R+ T = 1.
b. Cazul E < V0; efectul tunel
Acum, fie ecuat¸iile (2) s¸i (4):
k1 =
√
2mE
h¯
(47)
q2 =
√
2m(V0 − E)
h¯
(48)
Solut¸ia ec. (1) are forma ec. (3) ıˆn regiunile I(x < 0) s¸i III(x > a), ıˆn
timp ce ıˆn regiunea II(0 < x < a) are forma ec. (5):
ψI = A1e
ik1x +A′1e
−ik1x
ψII = B2e
q2x +B′2e
−q2x
ψIII = A3e
ik1x +A′3e
−ik1x
Condit¸iile de ‘lipit’ ıˆn x = 0 s¸i x = a ne permit calculul coeficientului
de transmisie al barierei. De fapt, nu este necesar a efectua ıˆnca˘ odata
calculul: este suficient de a face substitut¸ia, ıˆn ecuat¸ia obt¸inuta˘ ıˆn primul
caz din aceasta˘ sect¸iune k2 cu −iq2.
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Sta˘ri legate ıˆn groapa˘ rectangulara˘
a. Groapa˘ de adˆıncime finita˘
V(x)
V o
xa
F giF . 2.3 Groapa finita
Iˆn aceasta˘ parte ne limita˘m la studiul cazului 0 < E < V0 (cazul E > V0
este identic calculului din sect¸iunea precedenta˘ , “bariera˘ de potent¸ial”.
Pentru regiunile exterioare I (x < 0) s¸i III (x > a) folosim ec. (4):
q =
√
2m(V0 − E)
h¯
(49)
Pentru regiunea centrala˘ II (0 < x < a) folosim ec. (2):
k =
√
2m(E)
h¯
(50)
Solut¸ia ec. (1) are forma ec. (5) ıˆn regiunile exterioare s¸i ıˆn forma din
ec. (3) ıˆn regiunea centrala˘ :
ψI = B1e
qx +B′1e
−qx
ψII = A2e
ikx +A′2e
−ikx
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ψIII = B3e
qx +B′3e
−qx
Iˆn regiunea (0 < x < a) ec. (1) are forma:
ψ(x)′′ +
2mE
h¯2
ψ(x) = ψ(x)′′ + k2ψ(x) = 0 (51)
s¸i ıˆn regiunile exterioare:
ψ(x)′′ − 2m
h¯2
[V0 − E]φ(x) = ψ(x)′′ − q2ψ(x) = 0 (52)
Pentru ca˘ ψ trebuie sa˘ fie finita˘ ıˆn regiunea I, trebuie sa˘ avem:
B′1 = 0 (53)
Condit¸iile de lipire dau:
ψI = ψII , ıˆn x = 0 :
B1 = A2 +A
′
2 (54)
ψ′I = ψ
′
II , ıˆn x = 0 :
B1q = A2ik −A′2ik (55)
ψII = ψIII , ıˆn x = a :
A2e
ika +A′2e
−ika = B3eqa +B′3e
−qa (56)
ψ′II = ψ
′
III , ıˆn x = a :
A2ike
ika −A′2ike−ika = B3qeqa −B′3qe−qa (57)
Substituind constantele A2 s¸i A
′
2 din ec. (54) ıˆn ec. (55) obt¸inem, re-
spectiv:
A′2 =
B1(q − ik)
−2ik
A2 =
B1(q + ik)
2ik
(58)
Substituind constanta A2 s¸i constanta A
′
2 din ec. (56) ıˆn ec. (57)
obt¸inem, respectiv:
B′3e
−qa(ik + q) +B3eqa(ik − q) +A′2e−ika(−2ik) = 0
2ikA2e
ika +B′3e
−qa(−ik + q) +B3Eqa(−ik − q) = 0 (59)
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Egalˆınd B′3 din ecuat¸iile (59) s¸i t¸inˆınd cont de ecuat¸iile (58):
B3
B1
=
e−qa
4ikq
[eika(q + ik)2 − e−ika(q − ik)2] (60)
Iˆnsa˘ ψ(x) trebuie sa˘ fie finita˘ s¸i ıˆn regiunea III. Prin urmare, este necesar
ca B3 = 0, s¸i deci:
[
q − ik
q + ik
]2 =
eika
e−ika
= e2ika (61)
Deoarece q s¸i k depind de E, ec. (1) poate fi satisfa˘ cuta˘ pentru anumite
valori ale lui E. Condit¸ia ca ψ(x) sa˘ fie finita˘ ıˆn toate regiunile spat¸iale
impune cuantizarea energiei. S¸i mai precis doua˘ cazuri sunt posibile:
(i) daca˘ :
q − ik
q + ik
= −eika (62)
Egalˆınd ıˆn ambii membri partea reala˘ s¸i cea imaginara˘ ,respectiv, rezulta˘ :
tan(
ka
2
) =
q
k
(63)
Punˆınd:
k0 =
√
2mV0
h¯
=
√
k2 + q2 (64)
obt¸inem:
1
cos2(ka2 )
= 1 + tan2(
ka
2
) =
k2 + q2
k2
= (
k0
k
)2 (65)
Ec.(63) este astfel echivalenta˘ cu sistemul de ecuat¸ii:
| cos(ka
2
)| = k
k0
tan(
ka
2
) > 0 (66)
Nivelele de energie sunt determinate de ca˘tre intersect¸ia unei linii drepte
de ıˆnclinare 1k0 cu primul set de cosinusoide ıˆntrerupte ıˆn figura 2.4. Astfel
obt¸inem un numa˘r de nivele de energie, ale ca˘ror funct¸ii de unda˘ sunt pare.
Acest lucru devine mai clar daca˘ substituim (62) ıˆn (58) s¸i (60). Este us¸or
de verificat ca˘ B′3 = B1 s¸i A2 = A′2, astfel ca˘ ψ(−x) = ψ(x).
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(ii) daca˘ :
q − ik
q + ik
= eika (67)
Un calcul de acelas¸i tip ne duce la:
| sin(ka
2
)| = k
k0
tan(
ka
2
) < 0 (68)
Nivelele de energie sunt ıˆn acest caz determinate de ca˘tre intersect¸ia
aceleias¸i linii drepte cu al doilea set de cosinusoide ıˆntrerupte ıˆn figura 2.4.
Nivelele astfel obt¸inute se afla˘ ıˆntre cele ga˘site ıˆn (i). Se poate ara˘ta us¸or ca˘
funct¸iile de unda˘ corespunza˘toare sunt impare.
k
y
0
pi pi pi pi/a 2 3/a /a /a
P
I
P
4
I
k 0
Fig. 2.4
b. Groapa˘ de adˆıncime infinita˘
Iˆn acest caz este convenabil sa˘ se puna˘ V (x) zero pentru 0 < x < a s¸i infinit
ıˆn tot restul axei. Punˆınd:
k =
√
2mE
h¯2
(69)
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ψ(x) trebuie sa˘ fie zero ıˆn afara intervalului [0, a], s¸i continua˘ ıˆn x = 0, cˆıt
s¸i ıˆn x = a.
Acum, pentru 0 ≤ x ≤ a:
ψ(x) = Aeikx +A′e−ikx (70)
Pentru ca˘ ψ(0) = 0, se poate deduce ca˘ A′ = −A, ceea ce ne conduce la:
ψ(x) = 2iA sin(kx) (71)
Iˆn plus ψ(a) = 0, astfel ca˘ :
k =
nπ
a
(72)
unde n este un ıˆntreg pozitiv arbitrar. Daca˘ normaliza˘m funct¸ia (71), t¸inˆınd
cont de (72), atunci obt¸inem funct¸iile de unda˘ stat¸ionare:
ψn(x) =
√
2
a
sin(
nπx
a
) (73)
cu energiile:
En =
n2π2h¯2
2ma2
(74)
Cuantizarea nivelelor de energie este prin urmare extrem de simpla˘ ıˆn acest
caz: energiile stat¸ionare sunt proport¸ionale cu pa˘tratele numerelor naturale.
2P. Probleme
Problema 2.1: Potent¸ialul Delta atractiv
Sa˘ presupunem ca˘ avem un potent¸ial de forma:
V (x) = −V0δ(x); V0 > 0; x ∈ ℜ.
Funct¸ia de unda˘ ψ(x) corespunza˘toare se presupune continua˘ .
a) Sa˘ se obt¸ina˘ sta˘rile legate (E < 0), daca˘ exista˘ , localizate ıˆn acest
tip de potent¸ial.
b) Sa˘ se calculeze dispersia unei unde plane care ‘cade’ pe acest potent¸ial
s¸i sa˘ se obt¸ina˘ coeficientul de reflexie
R =
|ψrefl|2
|ψinc|2 |x=0
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unde ψrefl, ψinc sunt unda reflectata˘ s¸i respectiv cea incidenta˘ .
Sugestie: Pentru a evalua comportamentul lui ψ(x) ıˆn x=0, se recomanda˘
integrarea ecuat¸iei Schro¨dinger ıˆn intervalul (−ε,+ε), dupa˘ care se aplica˘
limita ε → 0.
Solut¸ie. a) Ecuat¸ia Schro¨dinger este:
d2ψ(x)
dx2
+
2m
h¯2
(E + V0δ(x))ψ(x) = 0 (75)
Departe de origine avem o ecuat¸ie diferent¸iala˘ de forma
d2
dx2
ψ(x) = −2mE
h¯2
ψ(x). (76)
Funct¸iile de unda˘ sunt prin urmare de forma
ψ(x) = Ae−qx +Beqx pentru x > 0 sau x < 0, (77)
cu q =
√
−2mE/h¯2 ∈ ℜ. Cum |ψ|2 trebuie sa˘ fie integrabila˘ , nu putem
accepta o parte care sa˘ creasca˘ exponent¸ial. Iˆn plus funct¸ia de unda˘ trebuie
sa˘ fie continua˘ ıˆn origine. Cu aceste condit¸ii,
ψ(x) = Aeqx; (x < 0),
ψ(x) = Ae−qx; (x > 0). (78)
Iˆntegrˆınd ecuat¸ia Schro¨dinger ıˆntre −ε s¸i +ε, obt¸inem
− h¯
2
2m
[ψ′(ε) − ψ′(−ε)] − V0ψ(0) = E
∫ +ε
−ε
ψ(x)dx ≈ 2εEψ(0) (79)
Introducˆınd acum resultatul (78) s¸i t¸inˆınd cont de limita ε→ 0, avem
− h¯
2
2m
(−qA− qA)− V0A = 0 (80)
sau E = −m(V 20 /2h¯2) [−V
2
0
4 ıˆn unita˘t¸i
h¯2
2m ]. Iˆn mod clar exista˘ o singura˘ en-
ergie discreta˘ . Constanta de normalizare se ga˘ses¸te ca˘ este A =
√
mV0/h¯
2.
Funct¸ia de unda˘ a sta˘rii legate se obt¸ine ψo = Ae
V0|x|/2, cu V0 ıˆn unita˘t¸i h¯
2
2m .
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b) Funct¸ia de unda˘ pentru o unda˘ plana˘ este dupa˘ cum se s¸tie
ψ(x) = Aeikx, k2 =
2mE
h¯2
. (81)
Se mis¸ca˘ de la stˆınga la dreapta s¸i se reflecta˘ ıˆn potent¸ial. Daca˘ B sau C
este amplitudinea undei reflectate sau transmise, respectiv, avem
ψ(x) = Aeikx +Be−ikx; (x < 0),
ψ(x) = Ceikx; (x > 0). (82)
Condit¸iile de continuitate s¸i relat¸ia ψ′(ε) − ψ′(−ε) = −fψ(0) cu f =
2mV0/h¯
2 produc
A+B = C B = − f
f + 2ik
A,
ik(C −A+B) = −fC C = 2ik
f + 2ik
A. (83)
Coeficientul de reflexie cerut este prin urmare
R =
|ψrefl|2
|ψinc|2 |x=0 =
|B|2
|A|2 =
m2V 20
m2V 20 + h¯
4k2
. (84)
Daca˘ potent¸ialul este extrem de puternic (V0 →∞) se vede ca˘ R→ 1, adica˘
unda este reflectata˘ ıˆn totalitate.
Coeficientul de transmisie, pe de alta˘ parte, este
T =
|ψtrans|2
|ψinc|2 |x=0 =
|C|2
|A|2 =
h¯4k2
m2V 20 + h¯
4k2
. (85)
Daca˘ potent¸ialul este foarte puternic (V0 →∞) atunci T → 0, adica˘ , unda
transmisa˘ cade rapid de cealalta˘ parte a potent¸ialului.
Evident, R+ T = 1 cum era de as¸teptat.
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Problema 2.2: Particula˘ ıˆntr-o groapa˘ de potent¸ial finita˘ 1D
Sa˘ se rezolve ecuat¸ia Schro¨dinger unidimensionala˘ pentru o groapa˘ de potent¸ial
finita˘ descrisa˘ prin condit¸iile
V (x) =
{
−V0 daca˘ |x| ≤ a
0 daca˘ |x| > a .
Sa˘ se considere numai sta˘rile legate (E < 0).
E
V
−V 0
−a +a x
Fig. 2.5
Solut¸ie.
a) Funct¸ia de unda˘ pentru |x| < a s¸i |x| > a.
Ecuat¸ia Schro¨dinger corespunza˘toare este
− h¯
2
2m
ψ
′′
(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x) . (86)
Definim
q2 = −2mE
h¯2
, k2 =
2m(E + V0)
h¯2
(87)
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s¸i obt¸inem:
1) pentru x < −a : ψ′′1 (x)− q2ψ1 = 0, ψ1 = A1eqx +B1e−qx;
2) pentru − a ≤ x ≤ a : ψ′′2 (x) + k2ψ2 = 0, ψ2 = A2 cos(kx) +B2 sin(kx);
3) pentru x > a : ψ
′′
3 (x)− q2ψ3 = 0, ψ3 = B3eqx +B3e−qx.
b) Formularea condit¸iilor de frontiera˘ .
Normalizarea sta˘rilor legate cere ca solut¸ia sa˘ fie zero la infinit. Aceasta
ıˆnseamna˘ ca˘ B1 = A3 = 0. Iˆn plus, ψ(x) trebuie sa˘ fie continuu diferent¸iabila˘
. Toate solut¸iile particulare sunt fixate ıˆn as¸a fel ıˆncˆıt ψ precum s¸i prima sa
derivata˘ ψ′ sunt continue ıˆn acea valoare a lui x corespunzˆınd frontierei ıˆntre
zona interioara˘ s¸i cea exterioara˘ . A doua derivata˘ ψ′′ cont¸ine saltul (dis-
continuitatea) impus de ca˘tre potent¸ialul particular de tip ‘cutie’ al acestei
ecuat¸ii Schro¨dinger. Toate acestea ne conduc la
ψ1(−a) = ψ2(−a), ψ2(a) = ψ3(a),
ψ′1(−a) = ψ′2(−a), ψ′2(a) = ψ′3(a). (88)
c) Ecuat¸iile de valori proprii.
Din (88) obt¸inem patru ecuat¸ii lineare s¸i omogene pentru coeficient¸ii A1,
A2, B2 s¸i B3:
A1e
−qa = A2 cos(ka)−B2 sin(ka),
qA1e
−qa = A2k sin(ka) +B2k cos(ka),
B3e
−qa = A2 cos(ka) +B2 sin(ka),
−qB3e−qa = −A2k sin(ka) +B2k cos(ka). (89)
Adunˆınd s¸i sca˘zˆınd obt¸inem un sistem de ecuat¸ii mai us¸or de rezolvat:
(A1 +B3)e
−qa = 2A2 cos(ka)
q(A1 +B3)e
−qa = 2A2k sin(ka)
(A1 −B3)e−qa = −2B2 sin(ka)
q(A1 −B3)e−qa = 2B2k cos(ka). (90)
Daca˘ se presupune ca˘ A1 +B3 6= 0 s¸i A2 6= 0, primele doua˘ ecuat¸ii dau
q = k tan(ka). (91)
care pus ıˆn ultimele doua˘ da˘
A1 = B3; B2 = 0. (92)
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De aici, ca rezultat, obt¸inem o solut¸ie simetrica˘ , ψ(x) = ψ(−x), sau de
paritate pozitiva˘ .
Un calcul practic identic ne duce pentru A1 − B3 6= 0 s¸i pentru B2 6= 0
la
q = −k cot(ka) y A1 = −B3; A2 = 0. (93)
Funct¸ia de unda˘ astfel obt¸inuta˘ este antisimetrica˘ , corespunzˆınd unei parita˘t¸i
negative.
d) Solut¸ie calitativa˘ a problemei de valori proprii.
Ecuat¸ia care leaga˘ q s¸i k, pe care am obt¸inut-o deja, da˘ condit¸ii pentru
autovalorile de energie. Folosind forma scurta˘
ξ = ka, η = qa, (94)
obt¸inem din definit¸ia (87)
ξ2 + η2 =
2mV0a
2
h¯2
= r2. (95)
Pe de alta˘ parte, folosind (91) s¸i (93) obt¸inem ecuat¸iile
η = ξ tan(ξ), η = −ξ cot(ξ).
Astfel autovalorile de energie ca˘utate pot fi obt¸inute construind intersect¸ia
acestor doua˘ curbe cu cercul definit de (95), ıˆn planul ξ-η (vezi figura 2.6).
1
3
2
4
η
ξ
η
ξ
η = −ξ cot ξ
ξ
2
+ η
2
=r
2
η = ξ tan ξ
ξ2+ η    =2 r2
Fig. 2.6
Cel put¸in o solut¸ie exista˘ pentru valori arbitrare ale parametrului V0, ıˆn
cazul parita˘t¸ii pozitive, pentru ca˘ funct¸ia tangenta˘ intersecteaza˘ originea.
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Pentru paritatea negativa˘ , raza cercului trebuie sa˘ fie mai mare decˆıt o
anumita˘ valoare minima˘ astfel ca˘ cele doua˘ curbe sa˘ se poata˘ intersecta.
Potent¸ialul trebuie sa˘ aiba˘ o anumita˘ adˆıncime relat¸ionata˘ cu o scala˘ spat¸iala˘
data˘ a s¸i o scala˘ de masa˘ data˘ m, pentru a permite o solut¸ie de paritate
negativa˘ . Numa˘rul de nivele de energie cres¸te cu V0, a s¸i masa m. Pentru
cazul ıˆn care mV a2 →∞, intersect¸iile se afla˘ din
tan(ka) = ∞ −→ ka = 2n− 1
2
π,
− cot(ka) = ∞ −→ ka = nπ, (96)
unde n = 1, 2, 3, . . .
sau combinˆınd:
k(2a) = nπ. (97)
Pentru spectrul de energie acest lucru ıˆnseamna˘ ca˘
En =
h¯2
2m
(
nπ
2a
)2 − V0. (98)
La˘rgind groapa de potent¸ial s¸i/sau masa particulei m, diferent¸a ıˆntre doua˘
autovalori de energie vecine va descres¸te. Nivelul cel mai de jos (n = 1)
nu este localizat ıˆn −V0, ci un pic mai sus. Aceasta˘ diferent¸a˘ se numes¸te
energia de punct zero.
e) Formele funct¸iilor de unda˘ se arata˘ ıˆn figura 2.7 pentru solut¸iile dis-
cutate .
1
3
x
ψ
x
24
ψ
Fig. 2.7: Forme ale functiilor de unda,
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Problema 2.3: Particula˘ ıˆn groapa˘ rectangulara˘ 1D infinita˘
Sa˘ se rezolve ecuat¸ia Schro¨dinger unidimensionala˘ pentru o particula˘ care
se afla˘ intr-o groapa˘ de potent¸ial infinita˘ descrisa˘ de:
V (x) =
{
0 pentru x′ < x < x′ + 2a
∞ pentru x′ ≥ x o x ≥ x′ + 2a.
Solut¸ia ıˆn forma˘ generala˘ este
ψ(x) = A sin(kx) +B cos(kx) (99)
unde
k =
√
2mE
h¯2
. (100)
Cum ψ trebuie sa˘ ıˆndeplineasca˘ ψ(x′) = ψ(x′ + 2a) = 0, se obt¸ine:
A sin(kx′) + B cos(kx′) = 0 (101)
A sin[k(x′ + 2a)] +B cos[k(x′ + 2a)] = 0 . (102)
Multiplicˆınd (101) cu sin[k(x′ + 2a)] s¸i (102) cu sin(kx′) s¸i ıˆn continuare
sca˘zˆınd ultimul rezultat din primul obt¸inem:
B[ cos(kx′) sin[k(x′ + 2a)]− cos[k(x′ + 2a)] sin(kx′) ] = 0 . (103)
sau prin intermediul unei identita˘t¸i trigonometrice:
B sin(2ak) = 0 (104)
Multiplicˆınd (101) cu cos[k(x′+2a)] s¸i sca˘zˆınd (102) multiplicata˘ cu cos(kx′),
se obt¸ine:
A[ sin(kx′) cos[k(x′ + 2a)]− sin[k(x′ + 2a)] cos(kx′) ] = 0 , (105)
sau folosind aceeas¸i identitate trigonometrica˘ :
A sin[k(−2ak)] = A sin[k(2ak)] = 0 . (106)
Cum nu se t¸ine cont de solut¸ia triviala˘ ψ = 0, atunci pe baza ecuat¸iilor
(104) s¸i (106) trebuie ca sin(2ak) = 0, care are loc numai daca˘ 2ak = nπ,
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cu n un ıˆntreg. Conform celor anterioare k = nπ/2a s¸i cum k2 = 2mE/h¯2
atunci rezulta˘ ca˘ autovalorile sunt date de ca˘tre expresia:
E =
h¯2π2n2
8a2m
. (107)
Energia este cuantizata˘ pentru ca˘ numai pentru fiecare kn = nπ/2a le core-
spunde o energie En = [n
2/2m][πh¯/2a]2.
Solut¸ia ıˆn forma generala˘ :
ψn = A sin(
nπx
2a
) +B cos(
nπx
2a
). (108)
se poate normaliza:
1 =
∫ x′+2a
x′
ψψ∗dx = a(A2 +B2) (109)
ceea ce ne conduce la:
A = ±
√
1/a−B2 . (110)
Substituind aceasta˘ valoare a lui A ıˆn (101) se obt¸ine:
B = ∓ 1√
a
sin(
nπx′
2a
) . (111)
Substituind acum aceasta valoare a lui B ıˆn (110) se obt¸ine:
A = ± 1√
a
cos(
nπx′
2a
) (112)
Folosind semnele superioare pentru A s¸i B, prin substituirea valorilor aces-
tora ıˆn (108) se obt¸ine:
ψn =
1√
a
sin(
nπ
2a
)(x− x′) . (113)
Utilizˆınd semnele inferioare pentru A s¸i B se obt¸ine:
ψn = − 1√
a
sin(
nπ
2a
)(x− x′). (114)
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3. MOMENT CINETIC S¸I SPIN
Introducere
Din Mecanica Clasica˘ se s¸tie ca˘ , momentul cinetic l pentru particulele
macroscopice este dat de
l = r× p, (1)
unde r s¸i p sunt respectiv vectorul de pozit¸ie s¸i impulsul lineal.
Totus¸i, ıˆn Mecanica Cuantica˘ , exista˘ operatori de tip moment cinetic
(OTMC) care nu obligatoriu se exprima˘ (numai) prin operatorii de coor-
donata˘ xˆj s¸i impuls pˆk act¸ionˆınd (numai) asupra funct¸iilor proprii de coor-
donate. Prin urmare, este foarte important sa˘ se stabileasca˘ , mai ıˆntˆıi de
toate, relat¸ii de comutare generale pentru componentele OTMC.
Iˆn Mecanica Cuantica˘ l se reprezinta˘ prin operatorul
l = −ih¯r×∇, (2)
ale ca˘rui componente sunt operatori care satisfac urma˘toarele reguli de co-
mutare
[lx, ly] = ilz, [ly, lz ] = ilx, [lz, lx] = ily, (3)
s¸i ıˆn plus, fiecare dintre ele comuta˘ cu pa˘tratul momentului cinetic, adica˘
l2 = l2x + l
2
y + l
2
z , [li, l
2] = 0, i = 1, 2, 3. (4)
Aceste relat¸ii, ıˆn afara˘ de a fi corecte pentru momentul cinetic, se satisfac
pentru importanta clasa˘ OTMC a operatorilor de spin, care sunt lipsit¸i de
analogi ıˆn mecanica clasica˘ .
Aceste relat¸ii de comutare sunt bazice pentru a obt¸ine spectrul operatorilor
ment¸ionat¸i, precum s¸i reprezenta˘rile lor diferent¸iale.
Momentul cinetic orbital
Pentru un punct oarecare al unui spat¸iu fix (SF), se poate introduce o funct¸ie
ψ(x, y, z), pentru care, sa˘ considera˘m doua˘ sisteme carteziene Σ s¸i Σ′, unde
Σ′ se obt¸ine prin rotat¸ia axei z a lui Σ.
Iˆn cazul general un SF se refera˘ la un sistem de coordonate diferite de Σ s¸i Σ′.
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Acum, sa˘ compara˘m valorile lui ψ ıˆn doua˘ puncte ale SF cu aceleas¸i
coordonate (x,y,z) ıˆn Σ s¸i Σ′, ceea ce este echivalent cu rotat¸ia vectoriala˘
ψ(x′, y′, z′) = Rψ(x, y, z) (5)
unde R este matricea de rotat¸ie ıˆn R3 x′y′
z′
 =
 cosφ − sinφ 0sinφ cosφ 0
0 0 z

 xy
z
 , (6)
atunci
Rψ(x, y, z) = ψ(x cos φ− y sinφ, x sin φ+ y cosφ, z). (7)
Pe de alta˘ parte este important de amintit ca˘ funct¸iile de unda˘ nu depind
de sistemul de coordonate s¸i ca˘ trasformarea la rotat¸ii ıˆn cadrul SF se face
cu ajutorul operatorilor unitari s¸i deci pentru a stabili forma operatorului
unitar U †(φ) care trece ψ ıˆn ψ′, se considera˘ o rotat¸ie infinitezimala˘ dφ,
ment¸inˆınd numai termenii lineari ıˆn dφ atunci cˆınd se face dezvoltarea ıˆn
serie Taylor a lui ψ′ ıˆn jurul punctului x
ψ(x′, y′, z′) ≈ ψ(x+ ydφ, xdφ+ y, z),
≈ ψ(x, y, z) + dφ
(
y
∂ψ
∂x
− x∂ψ
∂y
)
,
≈ (1− idφlz)ψ(x, y, z), (8)
unde am folosit notat¸ia1
lz = h¯
−1(xˆpˆy − yˆpˆx), (9)
care, dupa˘ cum se va vedea mai tˆırziu, corespunde operatorului de proiect¸ie
ıˆn z al momentului cinetic de acord cu definit¸ia din (2) s¸i ada˘ugˆınd fac-
torul h¯−1, astfel ca˘ rotat¸iile de unghi φ finit se pot reprezenta ca exponent¸iale
de tipul:
ψ(x′, y′, z) = eilzφψ(x, y, z), (10)
unde
Uˆ †(φ) = eilzφ. (11)
Pentru a reafirma conceptul de rotat¸ie, sa˘ ıˆl considera˘m ıˆntr-un tratament
mai general cu ajutorul operatorului vectorial ~ˆA care act¸ioneaza˘ asupra lui
1Demostrat¸ia lui (8) se prezinta˘ ca problema 3.1
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ψ, presupunˆınd ca˘ Aˆx, Aˆy Aˆz au aceeas¸i forma˘ ıˆn Σ s¸i Σ
′, adica˘ , valorile
medii ale lui ~ˆA calculate ıˆn Σ s¸i Σ′ trebuie sa˘ fie egale cˆınd se va˘d din SF:∫
ψ∗(~r′)(Aˆx ıˆ′ + Aˆy ˆ′ + Aˆz kˆ′)ψ∗(~r′) d~r
=
∫
ψ∗(~r)(Aˆxıˆ+ Aˆy ˆ+ Aˆz kˆ)ψ∗(~r) d~r, (12)
unde
ıˆ′ = ıˆ cosφ+ ˆ sinφ, ˆ′ = ıˆ sinφ+ ˆ cosφ, kˆ′ = kˆ. (13)
Prin urmare, daca˘ vom combina (10), (12) s¸i (13) obt¸inem
eilzφAˆxe
−ilzφ = Aˆx cosφ− Aˆy sinφ,
eilzφAˆye
−ilzφ = Aˆx sinφ− Aˆy cosφ,
eilzφAˆze
−ilzφ = Aˆz. (14)
Din nou considerˆınd rotat¸ii infinitezimale s¸i dezvoltˆınd pa˘rt¸ile din stˆınga
ıˆn (14) se pot determina relat¸iile de comutare ale lui Aˆx, Aˆy s¸i Aˆz cu lˆz
[lz, Ax] = iAy, [lz, Ay] = −iAx, [lz, Az] = 0, (15)
s¸i ıˆn acelas¸i mod pentru lx s¸i ly.
Condit¸iile bazice pentru a obt¸ine aceste relat¸ii de comutare sunt
⋆ FP se transforma˘ ca ıˆn (7) cˆınd Σ→ Σ′.
⋆ Componentele Aˆx, Aˆy, Aˆz au aceeas¸i forma˘ ıˆn Σ s¸i Σ
′.
⋆ Vectorii valorilor medii ale lui Aˆ ıˆn Σ s¸i Σ′ coincid (sunt egale) pentru
un observator din SF.
Deasemenea se poate folosi alta˘ reprezentare ıˆn care ψ(x, y, z) nu se
schimba˘ cˆınd Σ → Σ′ s¸i operatorii vectoriali se transforma˘ ca orice vectori.
Pentru a trece la o astfel de representare cˆınd φ se rotes¸te ıˆn jurul lui z se
foloses¸te operatorul Uˆ(φ), adica˘
eilzφψ′(x, y, z) = ψ(x, y, z), (16)
s¸i deci
e−ilzφ ~ˆAeilzφ = ~ˆA. (17)
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Utilizˆınd relat¸iile date ıˆn (14) obt¸inem
Aˆ′x = Aˆx cosφ+ Aˆy sinφ = e
−ilzφAˆxeilzφ,
Aˆ′y = −Aˆx sinφ+ Aˆy cosφ = e−ilzφAˆyeilzφ,
Aˆ′z = e
−ilzφAˆzeilzφ. (18)
Pentru ca˘ transforma˘rile noii reprezenta˘ri se fac cu ajutorul operatorilor
unitari, relat¸iile de comutare nu se schimba˘ .
Observat¸ii
⋆ Operatorul Aˆ2 este invariant la rotat¸ii, adica˘
e−ilzφAˆ2eilzφ = Aˆ′2 = Aˆ2 . (19)
⋆ Rezulta˘ ca˘
[lˆi, Aˆ
2] = 0 . (20)
⋆ Daca˘ operatorul Hamiltonian este de forma
Hˆ =
1
2m
pˆ2 + U(|~r|), (21)
atunci se ment¸ine invariant la rotat¸ii produse ıˆn oricare axa˘ care trece
prin originea de coordonate
[lˆi, Hˆ] = 0 , (22)
unde lˆi sunt integrale de mis¸care.
Definit¸ie
Daca˘ Aˆi sunt componentele unui operator vectorial care act¸ioneaza˘ asupra
unei funct¸ii de unda˘ dependenta˘ numai de coordonate s¸i daca˘ exista˘ opera-
tori lˆi care satisfac urma˘toarele relat¸ii de comutare:
[lˆi, Aˆj ] = iεijkAˆk, [lˆi, lˆj ] = iεijk lˆk , (23)
atunci, lˆi se numesc componentele operatorului moment cinetic (orbital) s¸i
putem sa˘ deducem pe baza lui (20) s¸i (23) ca˘
[lˆi, lˆ
2] = 0. (24)
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Prin urmare, cele trei componente operatoriale asociate cu componen-
tele unui moment cinetic clasic arbitrar satisfac relat¸ii de comutare de tipul
(23), (24). Mai mult, se poate ara˘ta ca˘ aceste relat¸ii conduc la proprieta˘t¸i
geometrice specifice ale rotat¸iilor ıˆntr-un spat¸iu euclidean tridimensional.
Aceasta are loc daca˘ adopta˘m un punct de vedere mai general s¸i definim un
operator moment unghiular J (nu mai punem simbolul de operator) ca orice
set de trei observabile Jx, Jy s¸i Jz care ıˆndeplinesc relat¸iile de comutare:
[Ji, Jj ] = iεijkJk. (25)
Iˆn plus, sa˘ introducem operatorul
J2 = J2x + J
2
y + J
2
z , (26)
pa˘tratul scalar al momentului unghiular J. Acest operator este hermitic
pentru ca˘ Jx, Jy s¸i Jz sunt hermitici s¸i se arata˘ us¸or ca˘ J
2 comuta˘ cu cele
trei componente ale lui J
[J2, Ji] = 0. (27)
Deoarece J2 comuta˘ cu fiecare dintre componente rezulta˘ ca˘ exista˘ un
sistem complet de FP, respectiv
J2ψγµ = f(γ
2)ψγµ, Jiψγµ = g(µ)ψγµ, (28)
unde, as¸a cum se va ara˘ta ıˆn continuare, FP-urile depind de doi subindici,
care se vor determina odata˘ cu forma funct¸iilor f(γ) s¸i g(µ). Operatorii Ji s¸i
Jk (i 6= k) nu comuta˘ (ˆıntre ei), adica˘ , nu au FP ıˆn comun. Din motive atˆıt
fizice cˆıt s¸i matematice, suntem interesat¸i sa˘ determina˘m funct¸iile proprii
comune ale lui J2 s¸i Jz , adica˘ vom lua i = z ıˆn (28).
Iˆn loc de a folosi componentele Jx s¸i Jy ale momentului unghiular J, este
mai convenabil sa˘ se introduca˘ urma˘toarele combinat¸ii lineare
J+ = Jx + iJy, J− = Jx − iJy. (29)
Aces¸ti operatori nu sunt hermitici, as¸a cum sunt operatorii a s¸i a† ai oscila-
torului armonic (vezi capitolul 5), sunt numai adjunct¸i. Se pot deduce us¸or
urma˘toarele proprieta˘t¸i
[Jz , J±] = ±J±, [J+, J−] = 2Jz , (30)
[J2, J+] = [J
2, J−] = [J2, Jz ] = 0. (31)
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Jz(J±ψγµ) = {J±Jz + [Jz , J±]}ψγµ = (µ± 1)(J±ψγµ). (32)
Prin urmare J±ψγµ sunt FP ale lui Jz corespunza˘toare autovalorilor
µ ± 1, adica˘ funct¸iile respective sunt identice pˆına˘ la factorii constat¸i (de
determinat) αµ s¸i βµ:
J+ψγµ−1 = αµψγµ,
J−ψγµ = βµψγµ−1. (33)
Pe de alta˘ parte
α∗µ = (J+ψγµ−1, ψγµ) = (ψγµ−1J−ψγµ) = βµ, (34)
astfel ca˘ , luˆınd o faza˘ de tipul eia (cu a real) pentru funct¸ia ψγµ se poate
face αµ real s¸i egal cu βµ, ceea ce ıˆnseamna˘
J+ψγ,µ−1 = αµψγµ, J−ψγµ = αµψγ,µ−1, (35)
s¸i deci
γ = (ψγµ, [J
2
x + J
2
y + J
2
z ]ψγµ) = µ
2 + a+ b,
a = (ψγµ, J
2
xψγµ) = (Jxψγµ, Jxψγµ) ≥ 0,
b = (ψγµ, J
2
yψγµ) = (Jyψγµ, Jyψγµ) ≥ 0. (36)
Constanta de normalizare a orica˘rei funct¸ii de unda˘ nu este negativa˘ ,
ceea ce implica˘
γ ≥ µ2, (37)
pentru γ fix, valoarea lui µ are limite atˆıt superioara˘ cˆıt s¸i inferioara˘ (adica˘
ia valori ıˆntr-un interval finit).
Fie Λ s¸i λ aceste limite (superioara˘s¸i inferiara˘ de µ) pentru un γ dat
J+ψγΛ = 0, J−ψγλ = 0. (38)
Utilizˆınd urma˘toarele identita˘t¸i operatoriale
J−J+ = J2 − J2z + Jz = J2 − Jz(Jz − 1),
J+J− = J2 − J2z + Jz = J2 − Jz(Jz + 1), (39)
act¸ionˆınd asupra lui ψγΛ s¸i ψγλ se obt¸ine
γ − Λ2 − Λ = 0,
γ − λ2 + λ = 0,
(λ− λ+ 1)(λ+ λ) = 0. (40)
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Iˆn plus
Λ ≥ λ→ Λ = −λ = J → γ = J(J + 1). (41)
Pentru un γ dat (fix) proiect¸ia momentului µ ia 2J +1 valori care difera˘
printr-o unitate ıˆntre J s¸i −J . De aceea, diferent¸a Λ−λ = 2J trebuie sa˘ fie
un numa˘r ıˆntreg s¸i deci autovalorile lui Jz numerotate prin m sunt ıˆntregi
m = k, k = 0,±1,±2, . . . , (42)
sau semiˆıntregi
m = k +
1
2
, k = 0,±1,±2, . . . . (43)
O stare de γ = J(J+1) data˘ indica˘ o degenerare de grad g = 2J+1 fat¸a˘
de autovalorile m (aceasta pentru ca˘ Ji, Jk comuta˘ cu J
2 dar nu comuta˘
ıˆntre ele).
Prin “stare de moment unghiular J” se ıˆnt¸elege ıˆn majoritatea cazurilor,
o stare cu γ = J(J + 1) care are valoarea maxima˘ a momentului proiectat,
respectiv J . Este comun sa˘ se noteze aceste sta˘ri cu ψjm sau de ket Dirac
|jm〉.
Sa˘ obt¸inem acum elementele de matrice ale lui Jx, Jy ıˆn reprezentarea
ıˆn care J2 s¸i Jz sunt diagonale. Iˆn acest caz, din (35) s¸i (39) se obt¸ine ca˘
J−J+ψjm−1 = αmJ−ψjm = αmψjm−1,
J(J + 1)− (m− 1)2 − (m− 1) = α2m,
αm =
√
(J +m)(J −m+ 1). (44)
Combinˆınd (44) cu (35) se obt¸ine
J+ψjm−1 =
√
(J +m)(J −m+ 1)ψjm, (45)
rezulta˘ ca˘ elementul de matrice al lui J+ este
〈jm|J+|jm− 1〉 =
√
(J +m)(J −m+ 1)δnm, (46)
s¸i analog
〈jn|J−|jm〉 = −
√
(J +m)(J −m+ 1)δnm−1 . (47)
Iˆn sfˆırs¸it, din definit¸iile (29) pentru J+, J− se obt¸ine us¸or
〈jm|Jx|jm− 1〉 = 1
2
√
(J +m)(J −m+ 1),
〈jm|Jy |jm− 1〉 = −i
2
√
(J +m)(J −m+ 1) . (48)
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Concluzii part¸iale
α Proprieta˘t¸i ale autovalorilor lui J s¸i Jz
Daca˘ j(j + 1)h¯2 s¸i mh¯ sunt autovalori ale lui J s¸i Jz asociate cu au-
tovectorii |kjm〉, atunci j s¸i m satisfac inegalitatea
−j ≤ m ≤ j.
β Proprieta˘t¸i ale vectorului J−|kjm〉
Fie |kjm〉 un eigenvector al lui J2 s¸i Jz cu autovalorile j(j + 1)h¯2 s¸i
mh¯
– (i) Daca˘ m = −j atunci J−|kj − j〉 = 0.
– (ii) Daca˘ m > −j atunci J−|kjm〉 este un vector propriu nenul
al lui J2 s¸i Jz cu autovalorile j(j + 1)h¯
2 s¸i (m− 1)h¯.
γ Proprieta˘t¸i ale vectorului J+|kjm〉
Fie |kjm〉 un vector (ket) propriu al lui J2 s¸i Jz cu autovalorile j(j+1)h¯
s¸i mh¯
⋆ Daca˘ m = j atunci J+|kjm〉 = 0.
⋆ Daca˘ m < j atunci J+|kjm〉 este un vector nenul al lui J2 s¸i Jz
cu autovalorile j(j + 1)h¯2 s¸i (m+ 1)h¯
δ Consecint¸e ale proprieta˘t¸ilor anterioare
Jz|kjm〉 = mh¯|kjm〉,
J+|kjm〉 = mh¯
√
j(j + 1)−m(m+ 1)|kjm+ 1〉,
J−|kjm〉 = mh¯
√
j(j + 1)−m(m− 1)|kjm+ 1〉.
Aplicat¸ii ale momentului cinetic orbital
Am considerat pˆına˘ acum proprieta˘t¸ile momentului cinetic derivate numai
pe baza relat¸iilor de comutare. Sa˘ ne ıˆntoarcem la momentul cinetic l al
unei particule fa˘ra˘ rotat¸ie intrinseca˘ s¸i sa˘ vedem cum se aplica˘ teoria din
sect¸iunea anterioara˘ la cazul particular important
[lˆi, pˆj ] = iεijkpˆk. (49)
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Mai ıˆntˆıi, lˆz s¸i pˆj au un sistem comun de funct¸ii proprii. Pe de alta˘ parte,
Hamiltonianul unei particule libere
Hˆ =
(
~ˆp√
2m
)2
,
fiind pa˘tratul unui operator vectorial are acelas¸i sistem complet de FP cu lˆ2
s¸i lˆz. Iˆn plus, aceasta implica˘ ca˘ particula libera˘ se poate ga˘si ıˆntr-o stare
cu E, l, m bine determinate.
Valori proprii s¸i funct¸ii proprii ale lui l2 s¸i Lz
Este mai convenabil sa˘ se lucreze cu coordonate sferice (sau polare), pentru
ca˘ , as¸a cum vom vedea, diferit¸i operatori de moment cinetic act¸ioneaza˘
numai asupra variabilelor unghiulare θ, φ s¸i nu s¸i asupra variabilei r. Iˆn
loc de a caracteriza vectorul r prin componentele carteziene x, y, z sa˘
determina˘m punctul corespunza˘tor M de raza˘ vectoare r prin coordonatele
sferice tridimensionale
x = r cosφ sin θ, y = r sinφ sin θ, z = r cos θ, (50)
cu
r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π.
Fie Φ(r, θ, φ) s¸i Φ′(r, θ, φ) funct¸iile de unda˘ ale unei particule ıˆn Σ s¸i Σ′
ıˆn care rotat¸ia infinitezimala˘ este data˘ prin δα ıˆn jurul lui z
Φ′(r, θ, φ) = Φ(r, θ, φ+ δα),
= Φ(r, θ, φ) + δα
∂Φ
∂φ
, (51)
sau
Φ′(r, θ, φ) = (1 + ilˆzδα)Φ(r, θ, φ). (52)
Rezulta˘ ca˘
∂Φ
∂φ
= ilˆzΦ, lˆz = −i ∂
∂φ
. (53)
Pentru o rotat¸ie infinitezimala˘ ıˆn x
Φ′(r, θ, φ) = Φ + δα
(
∂Φ
∂θ
∂θ
∂α
+
∂Φ
∂θ
∂φ
∂α
)
,
= (1 + ilˆxδα)Φ(r, θ, φ), (54)
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ıˆnsa˘ ıˆntr-o astfel de rotat¸ie
z′ = z + yδα; z′ = z + yδα; x′ = x (55)
s¸i din (50) se obt¸ine
r cos(θ + dθ) = r cos θ + r sin θ sinφδα,
r sinφ sin(θ + dθ) = r sin θ sinφ+ r sin θ sinφ− r cos θδα, (56)
adica˘
sin θdθ = sin θ sinφ δα→ dθ
dα
= − sinφ, (57)
s¸i
cos θ sinφdθ + sin θ cosφdφ = − cos θ δα,
cosφ sin θ
dφ
dα
= − cos θ − cos θ sinφ dθ
dα
. (58)
Substituind (57) ıˆn (56) duce la
dφ
dα
= − cot θ cosφ . (59)
Cu (56) s¸i (58) substituite ıˆn (51) s¸i comparˆınd pa˘rt¸ile din dreapta din (51)
se obt¸ine
lˆx = i
(
sinφ
∂
∂θ
+ cot θ cosφ
∂
∂φ
)
. (60)
Iˆn cazul rotat¸iei ıˆn y, rezultatul este similar
lˆy = i
(
− cosφ ∂
∂θ
+ cot θ sinφ
∂
∂φ
)
. (61)
Folosind lˆx, lˆy se pot obt¸ine deasemenea lˆ±, lˆ2
lˆ± = exp
[
±iφ
(
± ∂
∂θ
+ i cot θ
∂
∂φ
)]
,
lˆ2 = lˆ− lˆ+ + lˆ2 + lˆz,
= −
[
1
sin2 θ
∂2
∂φ2
+
1
sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂
∂θ
)]
. (62)
Din (62) se vede ca˘ lˆ2 este identic pˆına˘ la o constanta˘ cu partea unghiulara˘
a operatorului Laplace la o raza˘ fixa˘
∇2f = 1
r2
∂
∂r
(
r2
∂f
∂r
)
+
1
r2
[
1
sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂f
∂θ
)
+
1
sin2 θ
∂2
∂φ2
]
. (63)
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Funct¸ii proprii ale lui lz
lˆzΦm = mΦ = −i∂Φm
∂φ
,
Φm =
1√
2π
eimφ. (64)
Condit¸ii de hermiticitate ale lui lˆz∫ 2π
0
f∗lˆzg dφ =
(∫ 2π
0
g∗ lˆzf dφ
)∗
+ f∗g(2π) − f∗g(0). (65)
Rezulta˘ ca˘ lˆz este hermitic ıˆn clasa de funct¸ii pentru care
f∗g(2π) = f∗g(0). (66)
Funct¸iile proprii Φm ale lui lˆz apart¸in clasei integrabile L2(0, 2π) s¸i
ıˆndeplinesc (66), cum se ıˆntˆımpla˘ pentru orice funct¸ie care se poate dez-
volta ıˆn Φm(φ)
F (φ) =
k∑
ake
ikφ, k = 0,±1,±2, . . . ,
G(φ) =
k∑
bke
ikφ, k = ±1/2,±3/2,±5/2 . . . , (67)
cu k numai ıˆntregi sau numai semiˆıntregi, dar nu pentru combinat¸ii de F (φ)
s¸i G(φ).
Alegerea corecta˘ a lui m se bazeaza˘ ıˆn FP comune ale lui lˆz s¸i lˆ
2.
Armonice sferice
Iˆn reprezentarea {~r}, funct¸iile proprii asociate cu autovalorile l(l+1)h¯2, ale
lui l2 s¸i mh¯ ale lui lz sunt solut¸ii ale ecuat¸iilor diferent¸iale part¸iale
−
(
∂2
∂θ2
+
1
tan θ
∂
∂θ
+
1
sin2 θ
∂2
∂φ2
)
ψ(r, θ, φ) = l(l + 1)h¯2ψ(r, θ, φ),
−i ∂
∂φ
ψ(r, θ, φ) = mh¯ψ(r, θ, φ). (68)
Considerˆınd ca˘ rezultatele generale obt¸inute sunt aplicabile la cazul mo-
mentului cinetic, s¸tim ca˘ l este un ıˆntreg sau semiˆıntreg s¸i ca˘ pentru l fixat¸i
m poate lua numai valorile
−l,−l + 1, . . . , l − 1, l.
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Iˆn (68), r nu apare ıˆn operatorul diferent¸ial, as¸a ca˘ se poate considera
ca un parametru s¸i se poate t¸ine cont numai de dependent¸a ıˆn θ, φ a lui ψ.
Se foloses¸e notat¸ia Ylm(θ, φ) pentru o astfel de funct¸ie proprie comuna˘ a lui
l2 s¸i lz, corespunza˘toare autovalorilor l(l+1)h¯
2,mh¯ s¸i se numes¸te armonica˘
sferica˘ .
l2Ylm(θ, φ) = l(l + 1)h¯
2Ylm(θ, φ),
lzYlm(θ, φ) = mh¯Ylm(θ, φ). (69)
Pentru a fi cˆıt mai riguros¸i, trebuie sa˘ introducem un indice adit¸ional cu
scopul de a distinge ıˆntre diferite solut¸ii ale lui (69), care corespund aceleas¸i
perechi de valori l, m. Iˆntr-adeva˘r, dupa˘ cum se va vedea mai departe,
aceste ecuat¸ii au o solut¸ie unica˘ (pˆına˘ la un factor constant) pentru fiecare
pereche de valori permise ale lui l, m; aceasta pentru ca˘ subindicii l, m
sunt suficient¸i ıˆn contextul respectiv. Solut¸iile Ylm(θ, φ) au fost ga˘site prin
metoda separa˘rii variabilelor ıˆn coordonate sferice (vezi capitolul Atomul de
hidrogen)
ψlm(r, θ, φ) = f(r)ψlm(θ, φ), (70)
unde f(r) este o funct¸ie de r, care apare ca o constanta˘ de integrare din
punctul de vedere al ecuat¸iilor diferent¸iale part¸iale din (68). Faptul ca˘ f(r)
este arbitrara˘ arata˘ ca˘ L2 s¸i lz nu formeaza˘ un set complet de observabile
2
ıˆn spat¸iul εr
3 al funct¸iilor de ~r (sau de r, θ, φ).
Cu obiectivul de a normaliza ψlm(r, θ, φ), este convenabil sa˘ se normal-
izeze Ylm(θ, φ) s¸i f(r) ıˆn mod separat:∫ 2π
0
dφ
∫ π
0
sin θ|ψlm(θ, φ)|2dθ = 1, (71)∫ ∞
0
r2|f(r)|2dr = 1. (72)
Valorile perechii l, m
(α): l, m trebuie sa˘ fie ıˆntregi
Folosind lz =
h¯
i
∂
∂φ , putem scrie (69) dupa˘ cum urmeaza˘
h¯
i
∂
∂φ
Ylm(θ, φ) = mh¯Ylm(θ, φ), (73)
2Prin definit¸ie, operatorul hermitic A este o observabila˘ daca˘ acest sistem ortogonal de
vectori reprezinta˘ o baza˘ ıˆn spat¸iul configurat¸iilor de sta˘ri.
3Fiecare stare cuantica˘ a particulei este caracterizata˘ printr-o stare vectoriala˘
apart¸inˆınd unui spat¸iu vectorial abstract εr.
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care arata˘ ca˘
Ylm(θ, φ) = Flm(θ, φ)e
imφ. (74)
Daca˘ permitem ca 0 ≤ φ < 2π, atunci putem acoperi tot spat¸iul pentru
ca˘ funct¸ia trebuie sa˘ fie continua˘ ıˆn orice zona˘ , astfel ca˘
Ylm(θ, φ = 0) = Ylm(θ, φ = 2π), (75)
ceea ce implica˘
eimπ = 1. (76)
As¸a cum s-a va˘zut, m este un ıˆntreg sau semiˆıntreg; ıˆn cazul aplicat¸iei
la momentul cinetic orbital, m trebuie sa˘ fie un ıˆntreg. (e2imπ ar fi −1 daca˘
m ar fi semiˆıntreg).
(β): Pentru o valoare data˘ a lui l, toate armonicele sferice Ylm corespunza˘toare
se pot obt¸ine prin metode algebrice folosind
l+Yll(θ, φ) = 0, (77)
care combinata˘ cu ec. (62) pentru l+ duce la(
d
dθ
− l cot θ
)
Fll(θ) = 0. (78)
Aceasta˘ ecuat¸ie poate fi integrata˘ imediat daca˘ nota˘m relat¸ia
cot θdθ =
d(sin θ)
sin θ
. (79)
Solut¸ia sa generala˘ este
Fll = cl(sin θ)
l, (80)
unde cl este o constanta˘ de normalizare.
Rezulta˘ ca˘ pentru orice valoare pozitiva˘ sau zero a lui l, exista˘ o funct¸ie
Yll(θ, φ) care este (cu un factor constant asociat)
Y ll(θ, φ) = cl(sin θ)
leilφ. (81)
Folosind act¸iunea lui l− ıˆn mod repetat se poate construi tot setul de
funct¸ii Yll−1(θ, φ), . . . , Yl0(θ, φ), . . . , Yl−l(θ, φ). Iˆn continuare, vedem modul
ıˆn care se corespund aceste funct¸ii cu perechea de autovalori l(l + 1)h¯,mh¯
(unde l este un ıˆntreg pozitiv arbitrar sau zero s¸i m este alt ıˆntreg astfel ca˘
l ≤ m ≤ l ). Pe baza lui (78) ajungem la concluzia ca˘ orice funct¸ie proprie
Ylm(θ, φ), poate fi obt¸inuta˘ ıˆn mod neambiguu din Yll.
59
Proprieta˘t¸i ale armonicelor sferice
α Relat¸ii de recurent¸a˘
Urmıˆnd rezultatele generale avem
l±Ylm(θ, φ) = h¯
√
l(l + 1)−m(m± 1)Ylm±1(θ, φ). (82)
Folosind expresia (62) pentru l± s¸i faptul ca˘ Ylm(θ, φ) este produsul ıˆntre o
funct¸ie dependenta˘ numai de θ s¸i e±iφ, obt¸inem
e±iφ
(
∂
∂θ
−m cot θ
)
Ylm(θ, φ) =
√
l(l + 1)−m(m± 1)Ylm±1(θ, φ) (83)
β Ortonormare s¸i relat¸ii de completitudine
Ecuat¸ia (68) determina˘ numai armonicele sferice pˆına˘ la un factor constant.
Acum vom alege acest factor astfel ca sa˘ avem ortonormalizarea funct¸iilor
Ylm(θ, φ) (ca funct¸ii de variabilele unghiulare θ, φ)∫ 2π
0
dφ
∫ π
0
sin θ dθY ∗lm(θ, φ)Ylm(θ, φ) = δl′lδm′m. (84)
Iˆn plus, orice funct¸ie continua˘ de θ, φ pot fi expresate cu ajutorul armon-
icelor sferice, adica˘
f(θ, φ) =
∞∑
l=0
l∑
m=−l
clmYlm(θ, φ), (85)
unde
clm =
∫ 2π
0
dφ
∫ π
0
sin θ dθ Y ∗lm(θ, φ)f(θ, φ). (86)
Rezultatele (85), (86) sunt consecint¸a definirii armonicele sferice ca baza˘
ortonormala˘ completa˘ ıˆn spat¸iul εΩ a funct¸iilor de θ, φ. Relat¸ia de com-
pletitudine este
∞∑
l=0
l∑
m=l
Ylm(θ, φ)Y
∗
lm(θ
′, φ) = δ(cos θ − cos θ′)δ(φ, φ),
=
1
sin θ
δ(θ − θ′)δ(φ, φ). (87)
‘Funct¸ia’ δ(cos θ − cos θ′) apare pentru ca˘ integrala peste variabila θ se
efectueaza˘ folosind elementul diferent¸ial sin θ dθ = −d(cos θ).
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Operatorul de paritate P ıˆn cazul armonicelor sferice
Comportamentul lui P ıˆn trei dimensiuni este destul de asema˘na˘tor celui
ıˆntr-o singura˘ dimensiune, respectiv, cˆınd se aplica˘ unei funct¸ii ψ(x, y, z) de
coordonate carteziene ıˆi modifica˘ numai semnul fieca˘reia dintre coordonate
Pψ(x, y, z) = ψ(−x,−y,−z). (88)
P are proprieta˘t¸ile unui operator hermitic s¸i ıˆn plus este un operator unitar
precum s¸i proiector deoarece P2 este un operator identitate
〈ψ(r)|P|ψ(r)〉 = 〈ψ(r)|ψ(−r)〉 = 〈ψ(−r)|ψ(r)〉,
P2|r〉 = P(P|r〉 = P| − r〉 = |r〉 (89)
s¸i deci
P2 = 1ˆ, (90)
pentru care valorile proprii sunt P = ±1. FP-urile se numesc pare daca˘ P =
1 s¸i impare daca˘ P = −1. Iˆn mecanica cuantica˘ nerelativista˘ , operatorul Hˆ
pentru un sistem conservativ este invariant la transforma˘ri unitare discrete
PHˆP = P−1HˆP = Hˆ. (91)
Astfel Hˆ comuta˘ cu P s¸i deci paritatea sta˘rii este constanta˘ de mis¸care.
Deasemenea P comuta˘ cu operatorii lˆ s¸i lˆ±
[P, lˆi] = 0, [P, lˆ±] = 0. (92)
Daca˘ ψ este FP a tripletei P, lˆ s¸i lˆz, din (92) rezulta˘ ca˘ parita˘t¸ile sta˘rilor
care difera˘ numai ıˆn lˆz coincid. Iˆn felul acesta se identifica˘ paritatea unei
particule de moment unghiular lˆ.
Iˆn coordonate sferice, pentru acest operator vom considera urma˘toarea
substitut¸ie
r → r, θ → π − θ φ→ π + φ. (93)
Prin urmare, daca˘ folosim o baza˘ standard ıˆn spat¸iul funct¸iilor de unda˘ a
unei particule fa˘ra˘ ‘rotat¸ie proprie’, partea radiala˘ a funct¸iilor ψklm(~r) din
baza˘ nu este modificata˘ de ca˘tre operatorul paritate. Doar armonicele sferice
se schimba˘ . Transforma˘rile (93) se traduc trigonometric ıˆn:
sin(π−θ)→ sin θ, cos(π−θ)→ − cos θ eim(π+φ → (−1)meimφ (94)
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s¸i ıˆn aceste condit¸ii, funct¸ia Yll(θ, φ) se transforma˘ ıˆn
Yll(φ− θ, π + φ) = (−1)lYll(θ, φ) . (95)
Din (95) rezulta˘ ca˘ paritatea lui Yll este (−1)l. Pe de alta˘ parte, l− (ca s¸i
l+ este invariant la transforma˘rile:
∂
∂(π − θ) → −
∂
∂θ
,
∂
∂(π + φ)
→ ∂
∂φ
ei(π+φ) → −eiφ cot(π−θ)→ −cotθ .
(96)
Cu alte cuvinte l± sunt pari. Prin urmare, deducem ca˘ paritatea orica˘rei
armonice sferice este (−1)l, adica˘ este invarianta˘ la schimba˘ri azimutale:
Ylm(φ− θ, π + φ) = (−1)lYlm(θ, φ). (97)
As¸adar, armonicele sferice sunt funct¸ii de paritate bine definita˘ , indepen-
denta˘ de m, para˘ daca˘ l este par s¸i impara˘ daca˘ l este impar.
Operatorul de spin
Unele particule, poseda˘ nu numai moment cinetic ıˆn raport cu axe exterioare
ci s¸i un moment propriu, care se cunoas¸te ca spin s¸i pe care ıˆl vom nota cu
Sˆ. Acest operator nu este relat¸ionat cu rotat¸ii normale fat¸a˘ de axe ‘reale’
ıˆn spat¸iu, dar respecta˘ relat¸ii de comutare de acelas¸i tip ca ale momentului
cinetic orbital, respectiv
[Sˆi, Sˆj] = iεijkSˆk , (98)
odata˘ cu urma˘toarele proprieta˘t¸i:
(1). Pentru spin, se satisfac toate formulele de la (23) pˆına˘ la (48) ale
momentului cinetic.
(2). Spectrul proiect¸iilor de spin, este o secvent¸a˘ de numere ıˆntregi sau
semiˆıntregi care difera˘ printr-o unitate.
(3). Valorile proprii ale lui Sˆ2 sunt
Sˆ2ψs = S(S + 1)ψs. (99)
(4). Pentru un S dat, componentele Sz pot sa˘ ia numai 2S + 1 valori, de
la −S la +S.
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(5). FP-urile particulelor cu spin, pe lˆınga˘ dependent¸a de ~r s¸i/sau ~p, de-
pind de o variabila˘ discreta˘ (proprie spinului) σ, care denota˘ proiect¸ia
spinului pe axa z.
(6). FP-urile ψ(~r, σ) ale unei particule cu spin se pot dezvolta ıˆn FP-uri cu
proiect¸ii date ale spinului Sz, adica˘
ψ(~r, σ) =
S∑
σ=−S
ψσ(~r)χ(σ), (100)
unde ψσ(~r) este partea orbitala˘ s¸i χ(σ) este partea spinoriala˘ .
(7). Funct¸iile de spin (spinorii) χ(σi) sunt ortogonale pentru orice pereche
σi 6= σk. Funct¸iile ψσ(~r)χ(σ) din suma (100) sunt componentele unei
FP a unei particule cu spin.
(8). Funct¸ia ψσ(~r) se numes¸te parte orbitala˘ a spinorului, sau mai scurt
orbital.
(9) Normalizarea spinorilor se face ıˆn felul urma˘tor
S∑
σ=−S
||ψσ(~r)|| = 1. (101)
Relat¸iile de comutare permit sa˘ se stabileasca˘ forma concreta˘ a operato-
rilor (matricelor) de spin care act¸ioneaza˘ ıˆn spat¸iul FP-urilor operatorului
proiect¸iei spinului.
Multe particule ‘elementare’, cum ar fi electronul, neutronul, protonul,
etc. au spin 1/2 s¸i de aceea proiect¸ia spinului lor ia numai doua˘ valori,
respectiv Sz = ±1/2 (ˆın unita˘t¸i h¯). Fac parte din clasa fermionilor, datorita˘
statisticii pe care o prezinta˘ cˆınd formeaza˘ sisteme de multe corpuri.
Pe de alta˘ parte, matricele Sx, Sy, Sz ıˆn spat¸iul FP-urilor lui Sˆ
2, Sˆz
sunt
Sx =
1
2
(
0 1
1 0
)
, Sy =
1
2
(
0 −i
i 0
)
,
Sz =
1
2
(
1 0
0 −1
)
, S2 =
3
4
(
1 0
0 1
)
. (102)
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Definit¸ia matricelor Pauli
Matricele
σi = 2Si (103)
se numesc matricele (lui) Pauli. Sunt matrici hermitice s¸i au aceeas¸i ecuat¸ie
caracteristica˘
λ2 − 1 = 0, (104)
s¸i prin urmare, autovalorile lui σx, σy s¸i σz sunt
λ = ±1. (105)
Algebra acestor matrici este urma˘toarea:
σ2i = Iˆ , σkσj = −σjσk = iσz, σjσk = i
∑
l
εjklσl.+ δjkI . (106)
Iˆn cazul ıˆn care sistemul cu spin are simetrie sferica˘
ψ1(r,+
1
2 ), ψ1(r,−12 ) , (107)
sunt solut¸ii diferite datorita˘ proiect¸iilor Sz diferite. Valoarea probabilita˘t¸ii
uneia sau alteia dintre proiect¸ii este determinata˘ de modulul pa˘trat ||ψ1||2
sau ||ψ2||2 ıˆn as¸a fel ca˘
||ψ1||2 + ||ψ2||2 = 1. (108)
Cum FP ale lui Sz are doua˘ componente, atunci
χ1 =
(
1
0
)
, χ2 =
(
0
1
)
, (109)
astfel ca˘ FP a unei particule de spin 1/2 se poate scrie ca o matrice de o
columna˘
ψ = ψ1χ1 + ψ2χ2 =
(
ψ1
ψ2
)
. (110)
Iˆn continuare, orbitalii vor fi substituit¸i prin numere datorita˘ faptului ca˘ ne
intereseaza˘ numai partea de spin.
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Transforma˘rile la rotat¸ii ale spinorilor
Fie ψ funct¸ia de unda˘ a unui sistem cu spin ıˆn Σ. Sa˘ determina˘m proba-
bilitatea proiect¸iei spinului ıˆntr-o direct¸ie arbitrara˘ ıˆn spat¸iul tridimensional
(3D) care se poate alege ca axa˘ z′ a lui Σ′. Cum am va˘zut deja pentru cazul
momentului cinetic, exista˘ doua˘ metode de abordare s¸i solut¸ionare a acestei
probleme:
(α) ψ nu se schimba˘ cˆınd Σ → Σ′ s¸i operatorul Λˆ se transforma˘ ca un
vector. Trebuie sa˘ ga˘sim FP-urile proiect¸iilor S′z s¸i sa˘ dezvolta˘m ψ ıˆn
aceste FP-uri. Pa˘tratele modulelor coeficient¸ilor dau rezultatul
Sˆ′x = Sˆx cosφ+ Sˆy sinφ = e
−ilφSˆxeilφ,
Sˆ′y = −Sˆx sinφ+ Sˆy cosφ = e−ilφSˆyeilφ,
Sˆ′z = −Sˆz = eilφSˆz, (111)
cu rotat¸ii infinitezimale s¸i din relat¸iile de comutare pentru spin se poate
ga˘si
lˆ = Sˆz, (112)
unde lˆ este generatorul infinitezimal.
(β) A doua reprezentare este:
Sˆ nu se schimba˘ cˆınd Σ→ Σ′ s¸i componentele lui ψ se schimba˘ . Trans-
formarea la aceasta˘ reprezentare se face cu o transformare unitara˘ de
forma
Vˆ †Sˆ′Vˆ = Λˆ,(
ψ′1
ψ′2
)
= Vˆ †
(
ψ1
ψ2
)
. (113)
Pe baza lui (111) s¸i (113) rezulta˘ ca˘
Vˆ †e−iSˆzφSˆeiSˆzφVˆ = Sˆ,
Vˆ † = eiSˆzφ, (114)
s¸i din (114) se obt¸ine (
ψ′1
ψ′2
)
= eiSˆzφ
(
ψ1
ψ2
)
. (115)
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Folosind forma concreta˘ a lui Sˆz s¸i proprieta˘t¸ile matricelor Pauli se
obt¸ine forma concreta˘ Vˆ †z , astfel ca˘
Vˆ †z (φ) =
(
e
i
2
φ 0
0 e
−i
2
φ
)
. (116)
Un rezultat al lui Euler
Se poate ajunge la orice sistem de referint¸a˘ Σ′ de orientare arbitrara˘ fat¸a˘
de Σ prin numai trei rotat¸ii, prima de unghi φ ıˆn jurul axei z, urma˘toarea
rotat¸ie de unghi θ ıˆn jurul noii axe de coordonate x′ s¸i ultima de unghi ψa
ıˆn jurul lui z′. Acest rezultat important apart¸ine lui Euler.
Parametrii (ϕ, θ, ψa) se numesc unghiurile (lui) Euler
Vˆ †(ϕ, θ, ψa) = Vˆ
†
z′(ψa)Vˆ
†
x′(θ)Vˆ
†
z (ϕ). (117)
Matricele Vˆ †z sunt de forma (116), ıˆn timp ce Vˆ †x este de forma
Vˆ †x (ϕ) =
(
cos θ2 i sin
θ
2
i sin θ2 cos
θ
2
)
, (118)
astfel ca˘
Vˆ †(ϕ, θ, ψa) =
(
ei
ϕ+ψa
2 cos θ2 ie
iψa−ϕ
2 sin θ2
iei
ϕ−ψa
2 sin θ2 e
−iϕ+ψa
2 cos θ2
)
. (119)
Rezulta˘ deci ca˘ prin rotat¸ia lui Σ, componentele funct¸iei spinoriale se
transforma˘ dupa˘ cum urmeaza˘
ψ′1 = ψ1e
iϕ+ψa
2 cos
θ
2
+ iψ2e
iψa−ϕ
2 sin
θ
2
,
ψ′2 = iψ1e
iϕ−ψa
2 sin
θ
2
+ ψ2e
−iϕ+ψa
2 cos
θ
2
. (120)
Din (120) se poate vedea ca˘ unei rotat¸ii ıˆn E3 ıˆi corespunde o transformare
lineara˘ ıˆn E2, spat¸iul euclidean bidimensional, relat¸ionata˘ cu cele doua˘ com-
ponente ale funct¸iei spinoriale. Rotat¸ia ıˆn E3 nu implica˘ o rotat¸ie ıˆn E2,
ceea ce ıˆnseamna˘
〈Φ′|ψ′〉 = 〈Φ|ψ〉 = Φ∗1ψ1 +Φ∗2ψ2. (121)
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Din (119) se obt¸ine ca˘ (121) nu se satisface, totus¸i exista˘ o invariant¸a˘ ıˆn
transforma˘rile (119) ıˆn spat¸iul E2 al funct¸iilor spinoriale,
{Φ|ψ} = ψ1Φ2 − ψ2Φ1. (122)
Transforma˘rile lineare care ment¸in invariante astfel de forme bilineare se
numesc binare.
O ma˘rime fizica˘ cu doua˘ componente pentru care o rotat¸ie a sistemului
de coordonate este o transformare binara˘ se numes¸te spin de ordinul ıˆntˆıi
sau pe scurt spin.
Spinorii unui sistem de doi fermioni
Funct¸iile proprii ale lui isˆ
2
isˆz, cu i = 1, 2 au urma˘toarea forma˘
i|+〉 =
(
1
0
)
i
, i|−〉 =
(
0
1
)
i
. (123)
Un operator foarte folosit ıˆntr-un sistem de doi fermioni este spinul total
Sˆ =1 Sˆ +2 Sˆ (124)
Spinorii lui sˆ2 sˆz sunt ket-uri |Sˆ, σ〉, care sunt combinat¸ii lineare ale
spinorilor isˆ
2
isˆz
|++〉 =
(
1
0
)
1
(
1
0
)
1
, |+−〉 =
(
1
0
)
1
(
0
1
)
2
,
| −+〉 =
(
0
1
)
2
(
1
0
)
1
, | − −〉 =
(
0
1
)
2
(
0
1
)
2
. (125)
Funct¸iile spinoriale din (125) se considera˘ ortonormalizate. Iˆn En ket-ul
|++〉 este de Sz = 1 s¸i ıˆn acelas¸i timp este funct¸ie proprie a operatorului
Sˆ =1 sˆ
2 + 2(1sˆ)(2sˆ) +2 sˆ
2. (126)
Dupa˘ cum se poate vedea din
Sˆ2 = |++〉 = 32 |++〉+ 2(1sˆx ·2 sˆx +1 sˆy ·2 sˆy +1 sˆz ·2 sˆz)|++〉,(127)
Sˆ2 = |++〉 = 2|++〉 = 1(1 + 1)|++〉. (128)
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Daca˘ se introduce operatorul
Sˆ− =1 sˆ− +2 sˆ−, (129)
se obt¸ine ca˘
[Sˆ−, Sˆ2] = 0. (130)
Atunci (Sˆ−)k|1, 1〉 se poate scrie ıˆn funct¸ie de FP-urile operatorului Sˆ2,
respectiv
Sˆ−|1, 1〉 = Sˆ−|++〉 =
√
2|+−〉+
√
2| −+〉. (131)
Rezulta˘ ca˘ Sz = 0 ıˆn starea Sˆ−|1, 1〉. Pe de alta˘ parte, din condit¸ia de
normalizare avem
|1, 0〉 = 1√
2
(|+−〉+ | −+〉) (132)
Sˆ−|1, 0〉 = | − −〉+ | − −〉 = α|1,−1〉. (133)
Din condit¸ia de normalizare
|1,−1〉 = |−,−〉. (134)
Exista˘ ıˆnca˘ o singura˘ combinat¸ie linear independenta˘ de funct¸ii de tip
(125) diferita˘ de |1, 1〉, |1, 0〉 y |1,−1〉, respectiv
ψ4 =
1√
2
(|+−〉 − | −+〉), (135)
Sˆzψ4 = 0, Sˆ
2ψ4. (136)
Prin urmare
ψ4 = |0, 0〉. (137)
ψ4 descrie starea unui sistem de doi fermioni cu spinul total egal zero. Acest
tip de stare se numes¸te singlet . Pe de alta˘ parte, starea a doi fermioni de
spin total egal unu se poate numi triplet avˆınd un grad de degenerare g = 3.
Moment unghiular total
Momentul unghiular total este un operator care se introduce ca suma mo-
mentului unghiular orbital s¸i de spin, respectiv
Jˆ = lˆ + Sˆ, (138)
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unde lˆ s¸i Sˆ, as¸a cum am va˘zut, act¸ioneaza˘ ıˆn spat¸ii diferite, dar pa˘tratele
lui lˆ s¸i Sˆ comuta˘ cu Jˆ , adica˘
[Jˆi, Jˆj ] = iεijkJˆk, [Jˆi, lˆ
2] = 0, [Jˆi, Sˆ
2] = 0, (139)
Din (139) rezulta˘ ca˘ lˆ2 s¸i Sˆ2 au un sistem comun de FP-uri cu Jˆ2 s¸i Jˆz.
Sa˘ determina˘m spectrul proiect¸iilor lui Jˆz pentru un fermion. Starea de
proiect¸ie de Jˆz maxim se poate scrie
ψ¯ = ψll
(
1
0
)
= |l, l,+〉 (140)
ˆzψ = (l +
1
2 )ψ¯,→ j = l + 12 . (141)
Introducem operatorul Jˆ− definit prin
Jˆ− = lˆ− + Sˆ− = lˆ− +
(
0 0
1 0
)
. (142)
Pe baza normaliza˘rii α =
√
(J +M)(J −M + 1) se obt¸ine
Jˆ−ψll
(
1
0
)
=
√
2l|l, l − 1,+〉+ |l, l − 1,−〉, (143)
astfel ca˘ valoarea proiect¸iei lui jˆ− ıˆn jˆ−ψ¯ va fi
ˆz = (l − 1) + 12 = l − 12 . (144)
Rezulta˘ ca˘ ˆ− mics¸oreaza˘ cu o unitate act¸iunea lui Jˆz.
Iˆn cazul general avem
ˆk− = lˆ
k
− + klˆ
k−1
− Sˆ− . (145)
Se observa˘ ca˘ (145) se obt¸ine din dezvoltarea binomiala˘ considerˆınd ıˆn plus
ca˘ sˆ2− s¸i toate puterile superioare ale lui sˆ sunt zero.
ˆk−|l, l,+〉 = lˆk−|l, l,+〉+ klˆk−1− |l, l,−〉. (146)
S¸tim ca˘
(lˆ−)kψl,l =
√
k!(2l)!
(2l−k)!ψl,l−k
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s¸i folosind-o se obt¸ine
ˆk−|l, l,+〉 =
√
k!(2l)!
(2l−k)! |l, l − k,+〉+
√
(k+1)!(2l)!
(2l−k+1)! k|l, l − k + 1,−〉 . (147)
Nota˘m acum m = l − k
ˆl−m− |l, l,+〉 =
√
(l−m)!(2l)!
(l+m)! |l,m,+〉+
√
(l−m−1)!(2l)!
(2l+m+1)! (l−m)|l,m+1,−〉. (148)
Valorile proprii ale proiect¸iei momentului unghiular total sunt date de secvent¸a
de numere care difera˘ printr-o unitate de la j = l + 12 pˆına˘ la j = l − 12 .
Toate aceste sta˘ri apart¸in aceleas¸i funct¸ii proprii a lui Jˆ ca s¸i |l, l,+〉 pentru
ca˘ [Jˆ−, Jˆ2] = 0
Jˆ2|l, l,+〉 = (lˆ2 + 2lˆSˆ + Sˆ2)|l, l,+〉,
= [l(l + 1) + 2l 12 +
3
4 ]|l, l,+〉 (149)
unde j(j + 1) = (l + 12)(l +
3
2).
Iˆn partea dreapta˘ a lui (149) o contribut¸ie diferita˘ de zero da˘ numai
j = lˆzSˆz. Atunci FP-urile obt¸inute corespund perechii j = l+
1
2 , mj = m+
1
2
s¸i sunt de forma
|l + 1
2
,m+
1
2
〉 =
√
l +m+ 1
2l + 1
|l,m,+〉+
√
l −m
2l + 1
|l,m+ 1,−〉. (150)
Numa˘rul total de sta˘ri linear independente este
N = (2l + 1)(2s + 1) = 4l + 2, (151)
din care ıˆn (150) s-au construit (2j+1)=2l+3. Restul de 2l−1 funct¸ii proprii
se pot obt¸ine din condit¸ia de ortonormalizare:
|l − 12 ,m− 12〉 =
√
l−m
2l+1 |l,m,+〉 −
√
l+m+1
2l+1 |l,m+ 1,−〉. (152)
Daca˘ doua˘ subsisteme sunt ıˆn interact¸iune ıˆn as¸a fel ıˆncˆıt fiecare moment
unghiular jˆi se conserva˘ , atunci FP-urile operatorului moment unghiular
total
Jˆ = ˆ1 + ˆ2, (153)
se pot obt¸ine printr-o procedura˘ asema˘na˘toare celei anterioare. Pentru valori
proprii fixe ale lui ˆ1 s¸i ˆ2 exista˘ (2j1 + 1)(2j2 + 1) FP-uri ortonormalizate
70
ale proiect¸iei momentului unghiular total Jˆz , iar cea care corespunde valorii
maxime a proiect¸iei Jˆz, adica˘ MJ = j1 + j2, se poate construi ıˆn mod unic
s¸i prin urmare J = j1 + j2 este valoarea maxima˘ a momentului unghiular
total al sistemului. Aplicˆınd operatorul Jˆ = ˆ1 + ˆ2 ıˆn mod repetat funct¸iei
|j1 + j2, j1 + j2, j1 + j2〉 = |j1, j1〉 · |j2, j2〉, (154)
se pot obt¸ine toate cele 2(j1 + j2) + 1 FP ale lui Jˆ = j1 + j2 cu diferit¸i M :
−(j1 + j2) ≤M ≤ (j1 + j2).
De exemplu, FP pentru M = j1 + j2 − 1 este:
|j1+j2, j1+j2−1, j1, j2〉 =
√
j1
j1 + j2
|j1, j1−1, j2, j2〉+
√
j2
j1 + j2
|j1, j1, j2, j2−1〉.
(155)
Aplicˆınd ıˆn continuare de mai multe ori operatorul Jˆ− se pot obt¸ine cele
2(j1 + j2 − 1)− 1 funct¸ii ale lui J = j1 + j2 − 1.
Se poate demonstra ca˘
|j1 − j2| ≤ J ≤ j1 + j2
astfel ca˘
max J∑
min J
(2J + 1) = (2J1 + 1)(2J2 + 1) (156)
s¸i deci
|J,M, j1, j2〉 =
∑
m1+m2=M
(j1m1j2m2|JM)|j1,m1, j2,m2〉 , (157)
unde coeficient¸ii (j1m1j2m2|JM) determina˘ contribut¸ia diferitelor funct¸ii
|j1,m1, j2,m2〉 ıˆn funct¸iile proprii ale lui Jˆ2, Jˆz de valori proprii J(J + 1),
M s¸i sunt numit¸i coeficient¸ii Clebsch-Gordan.
Referint¸e:
1. H.A. Buchdahl, “Remark concerning the eigenvalues of orbital angular
momentum”,
Am. J. Phys. 30, 829-831 (1962)
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3N. Nota˘: 1. Operatorul corespunza˘tor vectorului Runge-Lenz din prob-
lema Kepler clasica˘ se scrie
~ˆA =
rˆ
r
+
1
2
[
(lˆ × pˆ)− (pˆ× lˆ)
]
.
unde s-au folosit unita˘t¸i atomice s¸i s-a considerat Z = 1 (atomul de hidro-
gen). Acest operator comuta˘ cu Hamiltonianul atomului de hidrogen Hˆ =
pˆ2
2 − 1r , adica˘ este integrala˘ de mis¸care cuantica˘ . Componentele sale au comu-
tatori de tipul [Ai, Aj ] = −2iǫijklk ·H, iar comutatorii componentelor Runge-
Lenz cu componentele momentului cinetic sunt de tipul [li, Aj ] = iǫijkAk,
adica˘ respecta˘ condit¸iile (23). De demonstrat toate aceste relat¸ii poate fi un
exercit¸iu util.
3P. Probleme
Problema 3.1
Sa˘ se arate ca˘ orice operator de translat¸ie, pentru care ψ(y+a) = Taψ(y), se
poate scrie ca un operator exponent¸ial s¸i sa˘ se aplice acest rezultat pentru
y = ~r s¸i pentru rotat¸ia finita˘ α ıˆn jurul axei z.
Solut¸ie
Demonstrat¸ia se obt¸ine dezvoltˆınd ψ(y + a)) ıˆn serie Taylor ıˆn vecina˘tatea
infinitezimala˘ a punctului x, adica˘ ıˆn puteri ale lui a
ψ(y + a) =
∞∑
n=0
an
n!
dn
dxn
ψ(x)
Observa˘m ca˘ ∞∑
n=0
an d
n
dxn
n!
= ea
d
dx
s¸i deci Ta = e
a d
dx ıˆn cazul 1D. Iˆn 3D, y = ~r s¸i a → ~a. Rezultatul este
T~a = e
~a·~∇.
Pentru rotat¸ia finita˘ α ıˆn jurul lui z avem y = φ s¸i a = α. Rezulta˘
Tα = Rα = e
α d
dφ .
O alta˘ forma˘ exponent¸iala˘ a rotat¸iei ıˆn z este cea ıˆn funct¸ie de operatorul
moment cinetic as¸a cum s-a comentat ıˆn acest capitol. Fie x′ = x + dx, s¸i
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considerˆınd numai primul ordin al seriei Taylor
ψ(x′, y′, z′) = ψ(x, y, z) + (x′ − x) ∂
∂x′
ψ(x′, y′, z′)
∣∣∣∣
~r′=~r
+(y′ − y) ∂
∂y′
ψ(x′, y′, z′)
∣∣∣∣
~r′=~r
+(z′ − z) ∂
∂z′
ψ(x′, y′, z′)
∣∣∣∣
~r′=~r
.
T¸inˆınd cont de faptul ca˘
∂
∂x′i
ψ(~r′)
∣∣∣∣
~r′
=
∂
∂xi
ψ(~r),
x′ = x− ydφ, y′ = y + xdφ, z′ = z,
se poate reduce seria din trei dimensiuni la numai doua˘
ψ(~r′) = ψ(~r) + (x− ydφ− x)∂ψ(~r)
∂x
+ (y + xdφ− y)∂ψ(~r)
∂y′
,
= ψ(~r)− ydφ∂ψ(~r)
∂x
+ xdφx
∂ψ(~r)
∂y
,
=
[
1− dφ
(
−x ∂
∂y
+ y
∂
∂x
)]
ψ(~r) .
Cum ilˆz =
(
x ∂∂y − y ∂∂x
)
rezulta˘ ca˘ R =
[
1− dφ
(
x ∂∂y − y ∂∂x
)]
. Continuˆınd
ıˆn ordinul doi se poate ara˘ta ca˘ se obt¸ine 12!(ilˆzdφ)
2 s¸i as¸a mai departe. Prin
urmare, R poate fi scris ca exponent¸iala˘
R = eilˆzdφ.
Problema 3.2
Sa˘ se arate ca˘ pe baza expresiilor date ıˆn (14) se poate ajunge la (15).
Solut¸ie
Sa˘ considera˘m numai termenii lineari ıˆn dezvoltarea ıˆn serie Taylor (rotat¸ii
infinitezimale)
eilˆzdφ = 1 + ilˆzdφ+
1
2!(ilˆzdφ)
2 + . . . ,
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s¸i deci
(1 + ilˆzdφ)Aˆx(1− ilˆzdφ) = Aˆx − Aˆxdφ,
(Aˆx + ilˆzdφAˆx)(1 − ilˆzdφ) = Aˆx − Aˆxdφ,
Aˆx − Aˆxilˆzdφ+ ilˆzdφAˆx + lˆzdφAˆx lˆzdφ = Aˆx − Aˆxdφ,
i(lˆzAˆx − Aˆx lˆz)dφ = −Aˆydφ.
Ajungem us¸or la concluzia ca˘
[lˆz, Aˆx] = iAˆy .
Deasemenea, [lˆz, Aˆy] = iAˆx se obt¸ine din:
(1 + ilˆzdφ)Aˆy(1− ilˆzdφ) = Aˆxdφ− Aˆy,
(Aˆy + ilˆzdφAˆy)(1− ilˆzdφ) = Aˆxdφ− Aˆy,
Aˆy − Aˆyilˆzdφ+ ilˆzdφAˆy + lˆzdφAˆy lˆzdφ = Aˆxdφ− Aˆy,
i(lˆzAˆy − Aˆy lˆz)dφ = −Aˆxdφ.
Problema 3.3
Sa˘ se determine operatorul dσˆxdt pe baza Hamiltonianului unui electron cu
spin aflat ıˆntr-un cˆımp magnetic de induct¸ie ~B.
Solut¸ie
Hamiltonianul ıˆn acest caz este Hˆ(pˆ, rˆ, σˆ) = Hˆ(pˆ, rˆ) + σˆ · ~B, unde ultimul
termen este Hamiltonianul Zeeman pt. electron. Cum σˆx comuta˘ cu im-
pulsurile s¸i coordonatele, aplicarea ecuat¸iei de mis¸care Heisenberg conduce
la:
dσˆx
dt
=
i
h¯
[Hˆ, σˆx] = − i
h¯
eh¯
2me
((σˆyBy + σˆzBz)σˆx − σˆx(σˆyBy + σˆzBz))
Folosind [σx, σy] = iσz, rezulta˘ :
dσˆx
dt
=
e
me
(σˆyBz − σˆzBy) = e
me
(~σ × ~B)x .
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4. METODA WKB
Pentru a studia potent¸iale mai realiste decˆıt cele de bariere s¸i gropi rect-
angulare, este necesar de multe ori sa˘ se foloseasca˘ metode care sa˘ permita˘
rezolvarea ecuat¸iei Schro¨dinger pentru clase generale de potent¸iale s¸i care sa˘
fie o buna˘ aproximare a solut¸iilor exacte.
Scopul diferitelor metode de aproximare este sa˘ ofere solut¸ii suficient de
bune s¸i simple, care sa˘ permita˘ ıˆn acest fel ıˆnt¸elegerea comportamentului
sistemului ıˆn forma˘ cuasianalitica˘ .
Iˆn cadrul mecanicii cuantice, una dintre cele mai vechi s¸i eficiente metode
a fost dezvoltata˘ ıˆn mod aproape simultan de ca˘tre G. Wentzel, H. A.
Kramers s¸i L. Brillouin ıˆn 1926, de la al ca˘ror nume deriva˘ acronimul WKB
sub care este cunoscuta˘ aceasta˘ metoda˘ (corect este JWKB, vezi nota 4N).
Este important de ment¸ionat ca˘ metodaWKB se aplica˘ mai ales ecuat¸iilor
Schro¨dinger 1D s¸i exista˘ dificulta˘t¸i serioase ıˆn generaliza˘rile la dimensiuni
superioare.
Pentru a rezolva ecuat¸ia Schro¨dinger
− h¯
2
2m
d2ψ
dy2
+ u(y)ψ = Eψ (1)
presupunem ca˘ potent¸ialul are forma:
u(y) = u0f
(y
a
)
(2)
s¸i facem schimbul de variabila˘ :
ξ2 =
h¯2
2mu0a2
(3)
η =
E
u0
(4)
x =
y
a
. (5)
Din ecuat¸ia (5) obt¸inem:
d
dx
=
dy
dx
d
dy
= a
d
dy
(6)
d2
dx2
=
d
dx
(
a
d
dy
)
=
(
a
d
dx
)(
a
d
dx
)
= a2
d2
dy2
(7)
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s¸i ec. Schro¨dinger se scrie:
− ξ2d
2ψ
dx2
+ f(x)ψ = ηψ . (8)
Multiplicˆınd cu −1/ξ2 s¸i definind r(x) = η − f(x), este posibil sa˘ o scriem
ıˆn forma:
d2ψ
dx2
+
1
ξ2
r(x)ψ = 0 . (9)
Pentru a rezolva (9) se propune urma˘toarea solut¸ie:
ψ(x) = exp
[
i
ξ
∫ x
a
q(x)dx
]
. (10)
As¸adar:
d2ψ
dx2
=
d
dx
(
dψ
x
)
=
d
dx
{
i
ξ
q(x) exp
[
i
ξ
∫ x
a
q(x)dx
]}
=⇒ d
2ψ
dx2
=
i
ξ
{
i
ξ
q2(x) exp
[
i
ξ
∫ x
a
q(x)dx
]
+
∂q(x)
∂x
exp
[
i
ξ
∫ x
a
q(x)dx
]}
.
Factorizˆınd ψ avem:
d2ψ
dx2
=
[
− 1
ξ2
q2(x) +
i
ξ
dq(x)
dx
]
ψ . (11)
Neglijˆınd pe moment dependent¸a ıˆn x, ecuat¸ia Schro¨dinger se poate scrie :[
− 1
ξ2
q2 +
i
ξ
∂q
∂x
+
1
ξ2
r
]
ψ = 0 (12)
s¸i cum ıˆn general ψ 6= 0, avem:
iξ
dq
dx
+ r − q2 = 0 , (13)
care este o ecuat¸ie diferent¸iala˘ lineara˘ de tip Riccati, a ca˘rei solut¸ii se cauta˘
ıˆn forma unei serii de puteri ale lui ξ cu presupunerea ca˘ ξ este foarte mic.
Mai exact seria se propune de forma:
q(x) =
∞∑
n=0
(−iξ)nqn(x) . (14)
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Substituind-o ıˆn Riccati obt¸inem:
iξ
∞∑
n=0
(−iξ)n dqn
dx
+ r(x)−
∞∑
µ=0
(−iξ)µqµ
∞∑
ν=0
(−iξ)νqν = 0 . (15)
Printr-o rearanjare a termenilor obt¸inem:
∞∑
n=0
(−1)n(iξ)n+1 dqn
dx
+ r(x)−
∞∑
µ=0
∞∑
ν=0
(−iξ)µ+νqµqν = 0 . (16)
Seriile duble au urma˘toarea proprietate:
∞∑
µ=0
∞∑
ν=0
aµν =
∞∑
n=0
n∑
m=0
am,n−m ,
unde: µ = n−m , ν = m .
Iˆn acest fel:
∞∑
n=0
(−1)n(iξ)n+1 dqn
dx
+ r(x)−
∞∑
n=0
n∑
m=0
(−iξ)n−m+mqmqn−m = 0 . (17)
Sa˘ vedem explicit cˆıt¸iva termeni ıˆn fiecare din seriile din ecuat¸ia (17):
∞∑
n=0
(−1)n(iξ)n+1 dqn
dx
= iξ
dq0
dx
+ ξ2
dq1
dx
− iξ3 dq2
dx
+ . . . (18)
∞∑
n=0
n∑
m=0
(−iξ)nqmqn−m = q20 − i2ξq0q1 + . . . (19)
Pentru ca ambele serii sa˘ cont¸ina˘ pe iξ ıˆn primul termen trebuie sa˘ le scriem:
∞∑
n=1
(−1)n−1(iξ)n dqn−1
dx
+ r(x)− q20 −
∞∑
n=1
n∑
m=0
(−iξ)nqmqn−m = 0 ,
ceea ce ne conduce la:
∞∑
n=1
[
− (−iξ)n dqn−1
dx
−
n∑
m=0
(−iξ)nqmqn−m
]
+
[
r(x)− q20
]
= 0 . (20)
Pentru ca aceasta˘ ecuat¸ie sa˘ se satisfaca˘ avem condit¸iile:
r(x)− q20 = 0 ⇒ q0 = ±
√
r(x) (21)
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−(−iξ)n dqn−1
dx
−
n∑
m=0
(−iξ)nqmqn−m = 0
⇒ dqn−1
dx
= −
n∑
m=0
qmqn−m n ≥ 1 . (22)
Aceasta ultima este o relat¸ie de recurent¸a˘ care apare ıˆn metoda WKB. Este
momentul sa˘ amintim ca˘ am definit r(x) = η−f(x), η = Eu0 & f(x) = uu0
s¸i cu ajutorul ec. (21) obt¸inem:
q0 = ±
√
η − f(x) = ±
√
E
u0
− u
u0
= ±
√
2m(E − u)
2mu0
, (23)
care ne indica˘ natura clasica˘ a impulsului WKB a particulei de energie E ıˆn
potent¸ialul u s¸i ıˆn unita˘t¸i
√
2mu0. Astfel:
q0 = p(x) =
√
η − f(x)
nu este un operator. Daca˘ aproxima˘m pˆına˘ la ordinul doi, obt¸inem:
q(x) = q0 − iξq1 − ξ2q2
s¸i folosind relat¸ia de recurent¸a˘ WKB (22) calcula˘m q1 s¸i q2:
dq0
dx
= −2q0q1 ⇒ q1 = −1
2
dq0
dx
q0
= −1
2
d
dx
(ln |q0|)
⇒ q1 = −1
2
d
dx
(ln |p(x)|) (24)
dq1
dx
= −2q0q2 − q21 ⇒ q2 = −
dq1
dx − q21
2q0
. (25)
Din ecuat¸ia (24), ne da˘m seama ca˘ ma˘rimea q1 este panta cu semnul
schimbat a lui ln |q0|; cˆınd q0 este foarte mic, q1 ≪ 0 ⇒ −ξq1 ≫ 0 s¸i
prin urmare seria diverge. Pentru a evita acest lucru se impune urma˘toarea
condit¸ie WKB:
|q0| ≫ | − ξq1| = ξ|q1| .
Este important de observat ca˘ aceasta˘ condit¸ie WKB nu se satisface
pentru acele puncte xk unde:
q0(xk) = p(xk) = 0 .
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Dar q0 = p =
√
2m(E−u)
2mu0
s¸i deci ecuat¸ia precedenta˘ ne conduce la:
E = u(xk) . (26)
Iˆn mecanica clasica˘ punctele xk care satisfac (26) se numesc puncte
de ıˆntoarcere pentru ca˘ ıˆn ele are loc schimbarea sensului de mis¸care a
particulei macroscopice.
Iˆn baza acestor argumente, putem sa˘ spunem despre q0 ca˘ este o solut¸ie
clasica˘ a problemei examinate s¸i ca˘ ma˘rimile q1 & q2 sunt respectiv prima
s¸i a doua corect¸ie cuantica˘ ıˆn problema WKB.
Pentru a obt¸ine funct¸iile de unda˘ vom considera numai solut¸ia clasica˘ s¸i
prima corect¸ie cuantica˘ a problemei pe care le substituim ıˆn forma WKB a
lui ψ:
ψ = exp
[
i
ξ
∫ x
a
q(x)dx
]
= exp
[
i
ξ
∫ x
a
(q0 − iξq1)dx
]
⇒ ψ = exp
(
i
ξ
∫ x
a
q0dx
)
· exp
(∫ x
a
q1dx
)
.
Pentru al doilea factor avem:
exp
(∫ x
a
q1dx
)
= exp
[
− 1
2
∫ x
a
d
dx
(ln |p(x)|)dx
]
=
= exp
[
− 1
2
(ln |p(x)|)
∣∣∣x
a
]
=
A√
p(x)
,
cu A o constanta˘ , ıˆn timp ce pentru primul factor se obt¸ine:
exp
(
i
ξ
∫ x
a
q0dx
)
= exp
[
± i
ξ
∫ x
a
p(x)dx
]
.
Astfel putem scrie ψ ıˆn urma˘toarea forma˘ :
ψ± =
1√
p(x)
exp
[
± i
ξ
∫ x
a
p(x)dx
]
, (27)
care sunt cunoscute ca solut¸ii WKB ale ecuat¸iei Schro¨dinger unidi-
mensionale. Solut¸ia generala˘ WKB ıˆn regiunea ıˆn care condit¸ia WKB se
satisface se scrie:
ψ = a+ψ
+ + a−ψ− . (28)
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As¸a cum deja s-a ment¸ionat, nu exista˘ solut¸ie WKB ıˆn punctele de ıˆntoarcere,
ceea ce ridica˘ problema modului ıˆn care se face trecerea de la ψ(x < xk) la
ψ(x > xk). Rezolvarea acestei dificulta˘t¸i se face prin introducerea formulelor
de conexiune WKB.
Formulele de Conexiune
Deja s-a va˘zut ca˘ solut¸iile WKB sunt singulare ıˆn punctele de ıˆntoarcere
clasica˘ ; totus¸i aceste solut¸ii sunt corecte la stˆınga s¸i la dreapta acestor
puncte xk. Ne ıˆntreba˘m deci cum schimba˘m ψ(x < xk) ıˆn ψ(x > xk) ıˆn
aceste puncte. Ra˘spunsul este dat de as¸a numitele formule de conexiune.
Din teoria ecuat¸iilor diferent¸iale ordinare s¸i pe baza analizei de funct¸ii
de variabila˘ complexa˘ se poate demonstra ca˘ formulele de conexiune exista˘
s¸i ca˘ sunt urma˘toarele:
ψ1(x) =
1
[−r(x)] 14
exp
(
−
∫ xk
x
√
−r(x)dx
)
→
→ 2
[r(x)]
1
4
cos
(∫ x
xk
√
r(x)dx− π
4
)
, (29)
unde ψ1(x) are numai comportament atenuant exponent¸ial pentru x < xk.
Prima formula˘ de conexiune arata˘ ca˘ funct¸ia ψ(x), care la stˆınga punctu-
lui de ıˆntoarcere se comporta˘ atenuant exponent¸ial, trece ıˆn dreapta acelui
punct ıˆntr-o cosinusoida˘ de faza˘ φ = π4 s¸i de amplitudine dubla˘ fat¸a˘ de
amplitudinea exponent¸ialei.
Iˆn cazul unei funct¸ii ψ(x) mai generale, respectiv o funct¸ie care sa˘ aiba˘
un comportament exponent¸ial cresca˘tor s¸i atenuant, formula de conexiune
corespunza˘toare este:
sin
(
φ+
π
4
)
1
[−r(x)] 14
exp
(∫ xk
x
√
−r(x)dx
)
←
← 1
[r(x)]
1
4
cos
(∫ x
xk
√
r(x)dx+ φ
)
, (30)
cu condit¸ia ca φ sa˘ nu ia o valoare prea apropiata˘ de −π4 . Motivul este ca˘
daca˘ φ = −π4 , funct¸ia sinus se anuleaza˘ . Aceasta˘ a doua formula˘ de conex-
iune significa˘ ca˘ o funct¸ie care se comporta˘ ca o cosinusoida˘ la dreapta unui
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punct de ıˆntoarcere trece ıˆn partea sa stˆınga ca o exponent¸iala˘ cresca˘toare
cu amplitudinea modulata˘ de ca˘tre o sinusoida˘ .
Pentru a studia detaliile procedurii de obt¸inere a formulelor de conexiune
se poate consulta expunerea din cartea Mathematical Methods of Physics de
J. Mathews & R.L. Walker.
Estimarea erorii introduse de aproximat¸ia WKB
Am ga˘sit solut¸ia ecuat¸iei Schro¨dinger ıˆn orice regiune unde se satis-
face condit¸ia WKB. Totus¸i, solut¸iile WKB diverg ıˆn punctele de ıˆntoarcere
as¸a cum am semnalat. Vom analiza, des¸i superficial, aceasta˘ problematica˘
cu scopul de a propune formulele de conexiune ıˆntr-o vecina˘tate redusa˘ a
punctelor de ıˆntoarcere.
Sa˘ presupunem ca˘ x = xk este un punct de ıˆntoarcere, unde avem:
q0(xk) = p(xk) = 0 ⇒ E = u(xk). La stˆınga lui xk, adica˘ ıˆn semidreapta
x < xk, vom presupune ca˘ E < u(x), astfel ca˘ ıˆn aceasta˘ regiune solut¸ia
WKB este:
ψ(x) =
a[
u(x)−E
u0
] 1
4
exp
−1
ξ
∫ xk
x
√
u(x)− E
u0
dx
 +
+
b[
u(x)−E
u0
] 1
4
exp
1
ξ
∫ xk
x
√
u(x)− E
u0
dx
 . (31)
Iˆn acelas¸i mod, la dreapta lui xk ( ıˆn semidreapta x > xk ) presupunem
E > u(x). Iˆn consecint¸a˘ solut¸ia WKB ıˆn aceasta˘ zona˘ este:
ψ(x) =
c[
E−u(x)
u0
] 1
4
exp
 i
ξ
∫ x
xk
√
E − u(x)
u0
dx
 +
+
d[
E−u(x)
u0
] 1
4
exp
− i
ξ
∫ x
xk
√
E − u(x)
u0
dx
 . (32)
Daca˘ ψ(x) este o funct¸ie reala˘ , va avea aceasta˘ proprietate atˆıt la dreapta
cˆıt s¸i la stˆınga lui xk. Vom numi acest fapt “condit¸ia de realitate”, care
ıˆnseamna˘ ca˘ daca˘ a, b ∈ ℜ, atunci c = d∗.
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Problema noastra˘ este de a conecta aproximat¸iile din cele doua˘ laturi ale
lui xk pentru ca ele sa˘ se refere la aceeas¸i solut¸ie. Aceasta ıˆnseamna˘ a ga˘si
c s¸i d daca˘ se cunosc a s¸i b, precum s¸i viceversa. Pentru a efectua aceasta˘
conexiune, trebuie sa˘ utiliza˘m o solut¸ie aproximata˘ , care sa˘ fie corecta˘ de-a
lungul unui drum care leaga˘ regiunile din cele doua˘ laturi ale lui xk, unde
solut¸iile WKB sa˘ fie deasemenea corecte.
Cel mai comun este sa˘ se recurga˘ la o metoda˘ propusa˘ de ca˘tre Zwann
s¸i Kemble care consta˘ ıˆn a ies¸i de pe axa reala˘ ıˆn vecina˘tatea lui xk, pe
un contur ıˆn jurul lui xk ıˆn planul complex. Pe acest contur se considera˘
ca˘ solut¸iile WKB continua˘ sa˘ fie corecte. Iˆn aceasta˘ prezentare vom folosi
aceasta˘ metoda˘ , dar numai cu scopul de a obt¸ine un mijloc de a estima
erorile ıˆn aproximat¸ia WKB.
Estimarea erorilor este ıˆntotdeauna importanta˘ pentru solut¸iile aproxi-
mate prin diferite metode s¸i ıˆn plus ıˆn cazul WKB aproximat¸ia se face pe
intervale mari ale axei reale, ceea ce poate duce la acumularea erorilor s¸i la
eventuale artefacte datorate s¸ifturilor de faza˘ astfel introduse.
Sa˘ definim funct¸iile WKB asociate ıˆn felul urma˘tor:
W± =
1[
E−u(x)
u0
] 1
4
exp
± i
ξ
∫ x
xk
√
E − u(x)
u0
dx
 , (33)
pe care le considera˘m ca funct¸ii de variabila˘ complexa˘ . Vom folosi ta˘ieturi
pentru a evita discontinuita˘t¸ile din zerourile lui r(x) = E−u(x)u0 . Aceste
funct¸ii satisfac o ecuat¸ie diferent¸iala˘ care se poate obt¸ine diferent¸iindu-le ıˆn
raport cu x, conducˆınd la:
W ′± =
(
± i
ξ
√
r − 1
4
r′
r
)
W±
W ′′± +
[
r
ξ2
+
1
4
r′′
r
− 5
16
(
r′
r
)2]
W± = 0 . (34)
Sa˘ nota˘m:
s(x) =
1
4
r′′
r
− 5
16
(
r′
r
)2
, (35)
atunci W± sunt solut¸ii exacte ale ecuat¸iei:
W ′′± +
[
1
ξ2
r(x) + s(x)
]
W± = 0 , (36)
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dar satisfac numai aproximativ ecuat¸ia Schro¨dinger, care este regulara˘ ıˆn
x = xk ıˆn timp ce ecuat¸ia pentru funct¸iile WKB asociate este singulara˘ ıˆn
acel punct.
Vom defini funct¸iile α±(x) care sa˘ satisfaca˘ urma˘toarele doua˘ relat¸ii:
ψ(x) = α+(x)W+(x) + α−(x)W−(x) (37)
ψ′(x) = α+(x)W ′+(x) + α−(x)W
′
−(x) , (38)
unde ψ(x) este solut¸ie a ecuat¸iei Schro¨dinger. Rezolvˆınd ecuat¸iile anterioare
pentru α± avem:
α+ =
ψW ′− − ψ′W−
W+W ′− −W ′+W−
α− = − ψW
′
+ − ψ′W+
W+W ′− −W ′+W−
,
unde numa˘ra˘torul este exact Wronskianul lui W+ s¸i W−. Nu este dificil
de demonstrat ca˘ acesta ia valoarea −2ξ i, astfel ca˘ α± se simplifica˘ la forma:
α+ =
ξ
2
i
(
ψW ′− − ψ′W−
)
(39)
α− =
−ξ
2
i
(
ψW ′+ − ψ′W+
)
. (40)
Efectuˆınd derivata ıˆn x ıˆn ecuat¸iile (39) s¸i (40), avem:
dα±
dx
=
ξ
2
i
(
ψ′W ′∓ + ψW
′′
∓ − ψ′′W∓ − ψ′W ′∓
)
. (41)
Iˆn paranteze, primul s¸i al patrulea termen se anuleaza˘ ; amintim ca˘ :
ψ′′ +
1
ξ2
r(x)ψ = 0 & W ′′± +
[
1
ξ2
r(x) + s(x)
]
W± = 0
s¸i deci putem scrie ecuat¸ia (41) ıˆn forma:
dα±
dx
=
ξ
2
i
[
−ψ
(
r
ξ2
+ s
)
W∓ +
r
ξ2
ψW∓
]
dα±
dx
= ∓ξ
2
is(x)ψ(x)W∓(x) , (42)
care ıˆn baza ecuat¸iilor (33) s¸i (37) devine:
dα±
dx
= ∓ξ
2
i
s(x)
[r(x)]
1
2
[
α± + α∓ exp
(
∓2
ξ
i
∫ x
xk
√
r(x)dx
)]
. (43)
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Ecuat¸iile (42) s¸i (43) se folosesc pentru a estima eroarea care se comite
ıˆn aproximat¸ia WKB ıˆn cazul unidimensional.
Motivul pentru care dα±dx se poate considera ca ma˘sura˘ a erorii WKB este
ca˘ ıˆn ecuat¸iile (31) s¸i (32) constantele a, b s¸i c, d, respectiv, ne dau numai
solut¸ii ψ aproximative, ıˆn timp ce funct¸iile α± introduse ıˆn ecuat¸iile (37)
s¸i (38) produc solut¸ii ψ exacte. Din punct de vedere geometric derivata da˘
panta dreptei tangente la aceste funct¸ii s¸i indica˘ ma˘sura ıˆn care α± deviaza˘
fat¸a˘ de constantele a, b, c s¸i d.
4N. Nota˘: Articolele (J)WKB originale sunt urma˘toarele:
G. Wentzel, “Eine Verallgemeinerung der Wellenmechanik”, [“O generalizare
a mecanicii ondulatorii”],
Zeitschrift fu¨r Physik 38, 518-529 (1926) [primit 18 June 1926]
L. Brillouin, “La me´canique ondulatoire de Schro¨dinger: une me´thode ge´ne´rale
de resolution par approximations successives”, [“Mecanica ondulatorie a lui
Schro¨dinger: o metoda˘ generala˘ de rezolvare prin aproxima˘ri succesive”],
Comptes Rendus Acad. Sci. Paris 183, 24-26 (1926) [primit 5 July 1926]
H.A. Kramers, “Wellenmechanik und halbzahlige Quantisierung”, [“Mecanica
ondulatorie s¸i cuantizarea semiˆıntreaga˘ ”],
Zf. Physik 39, 828-840 (1926) [primit 9 Sept. 1926]
H. Jeffreys, “On certain approx. solutions of linear diff. eqs. of the second
order”, [“Asupra unor solut¸ii aproximative a ecuat¸iilor diferent¸iale lineare
de ordinul doi”],
Proc. Lond. Math. Soc. 23, 428-436 (1925)
4P. Probleme
Problema 4.1
Sa˘ se foloseasca˘ metoda WKB pentru o particula˘ de energie E care se
mis¸ca˘ ıˆntr-un potent¸ial u(x) de forma ara˘tata˘ ıˆn figura 4.1.
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Fig. 4.1
Solut¸ie
Ecuat¸ia Schro¨dinger corespunza˘toare este:
d2ψ
dx2
+
2m
h¯2
[E − u(x)]ψ = 0 . (44)
Dupa˘ cum putem vedea:
r(x) =
2m
h¯2
[E − u(x)]
{
este pozitiva˘ pentru a < x < b
este negativa˘ pentru x < a, x > b.
Daca˘ ψ(x) corespunde zonei ıˆn care x < a, la trecerea ıˆn intervalul
a < x < b, formula de conexiune este data˘ de ecuat¸ia (29) s¸i ne spune ca˘ :
ψ(x) ≈ A
[E − u] 14
cos
∫ x
a
√
2m
h¯2
(E − u)dx− π
4
 (45)
unde A este o constanta˘ arbitrara˘ .
Cıˆnd ψ(x) corespunde zonei x > b, la trecerea ıˆn intervalul a < x < b
avem ıˆn mod similar:
ψ(x) ≈ − B
[E − u] 14
cos
∫ b
x
√
2m
h¯2
(E − u)dx− π
4
 , (46)
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unde B este o constanta˘ arbitrara˘ . Motivul pentru care formula de conex-
iune este din nou ecuat¸ia (29), se ıˆnt¸elege examinˆınd ce se ıˆntˆımpla˘ cˆınd
particula ajunge la al doilea punct clasic de ıˆntoarcere x = b. Acesta pro-
duce inversia direct¸iei de mis¸care s¸i atunci particula apare ca venind de la
dreapta spre stˆınga. Cu alte cuvinte, ne ga˘sim ıˆn prima situat¸ie (de la stˆınga
la dreapta) numai ca˘ va˘zuta˘ ıˆntr-o oglinda˘ ıˆn punctul x = a.
Aceste doua˘ expresii trebuie sa˘ fie aceleas¸i independent de constantele
A s¸i B, astfel ca˘ :
cos
∫ x
a
√
2m
h¯2
(E − u)dx− π
4
 = − cos
∫ b
x
√
2m
h¯2
(E − u)dx− π
4

⇒ cos
∫ x
a
√
2m
h¯2
(E − u)dx− π
4
+ cos
∫ b
x
√
2m
h¯2
(E − u)dx− π
4
 = 0 .
(47)
Amintind ca˘ :
cosA+ cosB = 2cos
(
A+B
2
)
cos
(
A−B
2
)
,
ecuat¸ia (47) se scrie:
2 cos
1
2
∫ x
a
√
2m
h¯2
(E − u)dx− π
4
+
∫ b
x
√
2m
h¯2
(E − u)dx− π
4
 ·
·cos
1
2
∫ x
a
√
2m
h¯2
(E − u)dx− π
4
−
∫ b
x
√
2m
h¯2
(E − u)dx+ π
4
 = 0 , (48)
ceea ce implica˘ pentru argumentele acestor cosinusoide ca˘ sunt multipli
ıˆntregi de π2 ; argumentul celui de-a doua cosinusoide nu ne duce la nici un
rezultat netrivial, as¸a ca˘ ne fixa˘m atent¸ia numai asupra argumentului primei
cosinusoide, care este esent¸ial pentru obt¸inerea unui rezultat important:
1
2
∫ x
a
√
2m
h¯2
(E − u)dx− π
4
+
∫ b
x
√
2m
h¯2
(E − u)dx− π
4
 = n
2
π pt. n impar
⇒
∫ b
a
√
2m
h¯2
(E − u)dx− π
2
= nπ
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⇒
∫ b
a
√
2m
h¯2
(E − u)dx = (n+ 1
2
)π
⇒
∫ b
a
√
2m(E − u)dx = (n+ 1
2
)πh¯ . (49)
Acest rezultat este foarte similar regulilor de cuantizare Bohr - Sommerfeld.
Amintim ca˘ postulatul lui Bohr stabiles¸te ca˘ momentul unghiular al unui
electron care se mis¸ca˘ pe o ‘orbita˘ permisa˘ ’ ıˆn jurul nucleului atomic este
cuantizata˘ s¸i valoarea sa este: L = nh¯, n = 1, 2, 3, . . .. Amintim deasemenea
ca˘ regulile de cuantizare Wilson - Sommerfeld stabilesc ca˘ orice coordonata˘
a unui sistem fizic care variaza˘ periodic ıˆn timp trebuie sa˘ satisfaca˘ condit¸ia
cuantica˘ :
∮
pqdq = nqh; unde q este o coordonata˘ periodica˘ , pq este impul-
sul asociat acesteia, nq este un numa˘r ıˆntreg s¸i h este constanta lui Planck.
Se vede ca˘ rezultatul obt¸inut ıˆn aproximat¸ia WKB este cu adeva˘rat foarte
asema˘na˘tor.
Problema 4.2
Sa˘ se estimeze eroarea care se comite ıˆn solut¸ia WKB ıˆntr-un punct
x1 6= xk, cu xk un punct clasic de ıˆntoarcere, pentru ecuat¸ia diferent¸iala˘
y′′ + xy = 0. Solut¸ia acestei probleme este importanta˘ ıˆn studiul cˆımpurilor
uniforme, as¸a cum sunt cele gravitat¸ionale sau cele electrice produse de pla˘ci
plane ıˆnca˘rcate.
Solut¸ie:
Pentru aceasta˘ ecuat¸ie diferent¸iala˘ avem:
ξ = 1, r(x) = x & s(x) = − 5
16
x−2 .
r(x) = x are un singur zero ıˆn xk = 0, astfel ca˘ pentru x≫ 0:
W± = x−
1
4 exp
(
±i
∫ x
0
√
xdx
)
= x−
1
4 exp
(
±2
3
ix
3
2
)
. (50)
Derivˆınd W± pˆına˘ la a doua derivata˘ ıˆn x, ne da˘m seama ca˘ se satisface
urma˘toarea ecuat¸ie diferent¸iala˘ :
W ′′± + (x−
5
16
x−2)W± = 0 . (51)
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Solut¸ia exacta˘ y(x) a acestei ecuat¸ii diferent¸iale o scriem ca o combinat¸ie
lineara˘ de W±, as¸a cum s-a indicat ıˆn sect¸iunea corespondenta˘ estima˘rii
erorii ıˆn aproximat¸ia WKB; amintim ca˘ s-a propus o combinat¸ie lineara˘ de
forma:
y(x) = α+(x)W+(x) + α−(x)W−(x)
Pentru x mari, o solut¸ie generala˘ a ecuat¸iei noastre diferent¸iale se poate
scrie ıˆn aproximat¸ia WKB ıˆn forma:
y(x) = Ax−
1
4 cos
(
2
3
x
3
2 + δ
)
cˆınd x→∞ , (52)
astfel ca˘ α+ → A2 eiδ s¸i α− → A2 e−iδ pentru x → ∞. Vrem sa˘ calcula˘m
eroarea datorata˘ acestei solut¸ii WKB. O ma˘sura˘ a acestei erori este devierea
lui α+ s¸i a lui α− fat¸a˘ de constantele A. Pentru aceasta folosim ecuat¸ia:
dα±
dx
= ∓ξ
2
i
s(x)√
r(x)
[
α± + α∓ exp
(
∓2i
∫ x
xk
√
r(x)dx
)]
s¸i efectuˆınd substitut¸iile corespunza˘toare avem:
dα±
dx
= ∓ i
2
(
− 5
16
x−2
)
x−
1
2
[
A
2
e±iδ +
A
2
e∓iδ exp
(
∓2i2
3
x
3
2
)]
. (53)
S¸tim ca˘ ∆α± reprezinta˘ schimba˘rile pe care le prezinta˘ α± cˆınd x variaza˘
ıˆntre x1 s¸i ∞, ceea ce ne permite calculul prin intermediul lui:
∆α±
A/2
=
2
A
∫ ∞
x1
dα±
dx
dx =
= ±i 5
32
e±iδ
[
2
3
x
− 3
2
1 + e
∓2iδ
∫ ∞
x1
x−
5
2 exp
(
∓i4
3
x
3
2
)
dx
]
. (54)
Al doilea termen din paranteze este mai put¸in important decˆıt primul pentru
ca˘ exponent¸iala complexa˘ oscileaza˘ ıˆntre 1 s¸i −1 s¸i deci x− 52 < x− 32 . Prin
urmare:
∆α±
A/2
≈ ± 5
48
ie±iδx
− 3
2
1 (55)
s¸i cum putem vedea eroarea care se introduce este ıˆntr-adeva˘r mica˘ daca˘
tinem cont s¸i de faptul ca˘ exponent¸iala complexa˘ oscileaza˘ ıˆntre −1 s¸i 1, iar
x
− 3
2
1 este deasemenea mic.
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5. OSCILATORUL ARMONIC (OA)
Solut¸ia ecuat¸iei Schro¨dinger pentru OA
Oscilatorul armonic (OA) poate fi considerat ca o paradigma˘ a Fizicii. Util-
itatea sa apare ıˆn marea majoritate a domeniilor, de la fizica clasica˘ pˆına˘ la
electrodinamica cuantica˘ s¸i teorii ale obiectelor colapsate gravitat¸ional.
Din mecanica clasica˘ s¸tim ca˘ multe potent¸iale complicate pot fi aproximate
ıˆn vecina˘tatea pozit¸iilor de echilibru printr-un potent¸ial OA
V (x) ∼ 1
2
V ′′(a)(x− a)2 . (1)
Acesta este un caz unidimensional. Pentru acest caz, funct¸ia Hamil-
toniana˘ clasica˘ a unei particule de masa˘ m, oscilˆınd cu frecvent¸a ω are
urma˘toarea forma˘ :
H =
p2
2m
+
1
2
mω2x2 (2)
s¸i Hamiltonianul cuantic corespunza˘tor ıˆn spat¸iul de configurat¸ii este :
Hˆ =
1
2m
(−ih¯ d
dx
)2 +
1
2
mω2x2 (3)
Hˆ = − h¯
2
2m
d2
dx2
+
1
2
mω2x2 . (4)
Dat faptul ca˘ potent¸ialul este independent de timp, FP Ψn s¸i autovalorile
En se determina˘ cu ajutorul ecuat¸iei Schro¨dinger independenta˘ de timp :
HˆΨn = EnΨn . (5)
Considerˆınd Hamiltonianul pentru OA , ecuat¸ia Schro¨dinger pentru acest
caz este :
d2Ψ
dx2
+
[
2mE
h¯2
− m
2ω2
h¯2
x2
]
Ψ = 0 . (6)
Am suprimat subindicii lui E s¸i Ψ pentru ca˘ nu au nici o important¸a˘
aici. Definind:
k2 =
2mE
h¯2
(7)
λ =
mω
h¯
, (8)
ecuat¸ia Schro¨dinger devine:
d2Ψ
dx2
+ [k2 − λ2x2]Ψ = 0 , (9)
cunoscuta˘ ca ecuat¸ia diferent¸iala˘ Weber ıˆn matematica˘ .
Vom face ıˆn continuare transformarea:
y = λx2 . (10)
Iˆn general, cu schimbul de variabila˘ de la x la y , operatorii diferent¸iali
iau forma:
d
dx
=
dy
dx
d
dy
(11)
d2
dx2
=
d
dx
(
dy
dx
d
dy
) =
d2y
dx2
d
dy
+ (
dy
dx
)2
d2
dy2
. (12)
Aplicˆınd aceasta˘ regula˘ evidenta˘ transforma˘rii propuse obt¸inem urma˘toarea
ecuat¸ie diferent¸iala˘ ıˆn variabila y :
y
d2Ψ
dy2
+
1
2
dΨ
dy
+ [
k2
4λ
− 1
4
y]Ψ = 0 , (13)
sau, definind :
κ =
k2
2λ
=
k¯2
2mω
=
E
h¯ω
, (14)
obt¸inem:
y
d2Ψ
dy2
+
1
2
dΨ
dy
+ [
κ
2
− 1
4
y]Ψ = 0 . (15)
Sa˘ trecem la rezolvarea acestei ecuat¸ii, efectuˆınd mai ıˆntˆıi analiza sa
asimptotica˘ ıˆn limita y →∞. Pentru aceasta. se rescrie ecuat¸ia anterioara˘
ıˆn forma :
d2Ψ
dy2
+
1
2y
dΨ
dy
+ [
κ
2y
− 1
4
]Ψ = 0 . (16)
Observa˘m ca˘ ıˆn limita y →∞ ecuat¸ia se comporta˘ astfel:
d2Ψ∞
dy2
− 1
4
Ψ∞ = 0 . (17)
Aceasta˘ ecuat¸ie are ca solut¸ie:
Ψ∞(y) = A exp
y
2
+B exp
−y
2
. (18)
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Elimina˘m exp y2 luˆınd A = 0 pentru ca˘ diverge ıˆn limita y → ∞ s¸i
ra˘mıˆnem cu exponent¸iala atenuata˘ . Putem sugera acum ca˘ Ψ are urma˘toarea
forma:
Ψ(y) = exp
−y
2
ψ(y) . (19)
Substituind-o ıˆn ecuat¸ia diferent¸iala˘ pentru y ( ec. 15) se obt¸ine:
y
d2ψ
dy2
+ (
1
2
− y)dψ
dy
+ (
κ
2
− 1
4
)ψ = 0 . (20)
Ceea ce am obt¸inut este ecuat¸ia hipergeometrica˘ confluenta˘ 4 :
z
d2y
dz2
+ (c− z)dy
dz
− ay = 0 . (21)
Solut¸ia generala˘ a acestei ecuat¸ii este :
y(z) = A 1F1(a; c, z) +B z
1−c
1F1(a− c+ 1; 2− c, z) , (22)
unde funct¸ia hipergeometrica˘ confluenta˘ este definita˘ prin :
1F1(a; c, z) =
∞∑
n=0
(a)nx
n
(c)nn!
. (23)
Comparˆınd acum ecuat¸ia noastra˘, cu ecuat¸ia hipergeometrica˘ confluenta˘,
se observa˘ ca˘ solut¸ia generala˘ a primei este :
ψ(y) = A 1F1(a;
1
2
, y) +B y
1
2 1F1(a+
1
2
;
3
2
, y) (24)
unde
a = −(κ
2
− 1
4
) . (25)
Daca˘ ment¸inem aceste solut¸ii ıˆn forma ıˆn care se prezinta˘ , condit¸ia
de normalizare pentru funct¸ia de unda˘ nu se satisface, pentru ca˘ din com-
portamentul asimptotic al funct¸iei hipergeometrice confluente 5 rezulta˘ (
considerˆınd numai comportamentul dominant exponent¸ial ) :
Ψ(y) = e
−y
2 ψ(y)→ const. e y2 ya− 12 . (26)
4Deasemenea cunoscuta˘ ca ecuat¸ia diferent¸iala˘ Kummer.
5 Comportamentul asimptotic pentru | x |→ ∞ este:
1F1(a; c, z)→
Γ(c)
Γ(c−a)
e−iaπx−a + Γ(c)
Γ(a)
exxa−c .
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Aceasta˘ ultima˘ aproximat¸ie ne duce la o divergent¸a˘ ıˆn integrala de nor-
malizare, care fizic este inacceptabila˘ . Ceea ce se face ıˆn acest caz, este sa˘
se impuna˘ condit¸ia de terminare a seriei 6 , adica˘ , seria are numai un numa˘r
finit de termeni fiind deci un polinom de grad n.
Observa˘m astfel ca˘ faptul de a cere ca integrala de normalizare sa˘ fie finita˘
(dupa˘ cum s¸tim condit¸ie obligatorie pentru semnificat¸ia fizica˘ ıˆn termeni de
probabilita˘t¸i), ne conduce la truncarea seriei, fapt care ıˆn acelas¸i timp pro-
duce cuantizarea energiei.
Considera˘m ıˆn continuare cele doua˘ cazuri posibile :
1) a = −n s¸i B = 0
κ
2
− 1
4
= n . (27)
FP-urile sunt date de:
Ψn(x) = Dn exp
−λx2
2
1F1(−n; 1
2
, λx2) (28)
s¸i energia este:
En = h¯ω(2n +
1
2
) . (29)
2) a+ 12 = −n s¸i A = 0
κ
2
− 1
4
= n+
1
2
. (30)
FP-urile sunt acum:
Ψn(x) = Dn exp
−λx2
2
x 1F1(−n; 3
2
, λx2) , (31)
iar energiile stat¸ionare sunt:
En = h¯ω[(2n+ 1) +
1
2
] . (32)
Polinoamele obt¸inute ıˆn urma acestei trunca˘ri a seriei hipergeometrice
se numesc polinoame Hermite s¸i se pot scrie ca urma˘toarele funct¸ii hiperge-
ometrice :
H2n(η) = (−1)n (2n)!
n!
1F1(−n; 1
2
, η2) (33)
6Condit¸ia de truncare a seriei pentru funct¸ia hipergeometrica˘ confluenta˘ 1F1(a; c, z)
este a = −n, cu n un ıˆntreg nenegativ ( adica˘ , include zero ).
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H2n−1(η) = (−1)n 2(2n + 1)!
n!
η 1F1(−n; 3
2
, η2) . (34)
Putem acum combina rezultatele obt¸inute ( pentru ca˘ unele ne dau val-
orile pare s¸i altele pe cele impare ) ıˆntr-o singura˘ expresie pentru autovalori
s¸i funct¸ii proprii :
Ψn(x) = Dn exp
−λx2
2
Hn(
√
λx) (35)
En = (n+
1
2
)h¯ω n = 0, 1, 2 . . . (36)
Spectrul de energie al OA este echidistant, adica˘ , exista˘ aceeas¸i diferent¸a˘
h¯ω ıˆntre oricare doua˘ nivele. Alta˘ observat¸ie pe care o putem face, este ıˆn
lega˘tura˘ cu valoarea minima˘ de energie pe care o are oscilatorul; poate ıˆn
mod surprinza˘tor este diferita˘ de zero; acesta se considera˘ un rezultat pur
cuantic, pentru ca˘ dispare daca˘ h¯→ 0. Se cunoas¸te ca energia de punct zero
s¸i faptul ca˘ este diferita˘ de zero , este o caracteristica˘ a tuturor potent¸ialelor
confinante .
Constanta de normalizare poate fi calculata˘ us¸or s¸i are valoarea:
Dn =
[√
λ
π
1
2nn!
] 1
2
. (37)
Prin urmare se obt¸in funct¸iile proprii normalizate ale OA unidimensional
:
Ψn(x) =
[√
λ
π
1
2nn!
] 1
2
exp(
−λx2
2
) Hn(
√
λx) . (38)
Operatori de creare aˆ† s¸i anihilare aˆ
Exista˘ o alta˘ forma˘ de a trata oscilatorul armonic fat¸a˘ de cea convent¸ionala˘
de a rezolva ecuat¸ia Schro¨dinger. Este vorba de metoda algebrica˘ sau
metoda operatorilor de scara˘ , o metoda˘ foarte eficienta˘ care se poate aplica
cu mult succes a multe probleme de mecanica˘ cuantica˘ de spectru discret.
Definim doi operatori nehermitici a s¸i a† :
a =
√
mω
2h¯
(x+
ip
mω
) (39)
93
a† =
√
mω
2h¯
(x− ip
mω
) . (40)
Aces¸ti operatori sunt cunoscut¸i ca operator de anihilare s¸i operator
de creare, respectiv (justificarea acestor denumiri se va vedea mai departe,
des¸i se poate spune ca˘ vine din teoria cuantica˘ a cˆımpurilor ).
Sa˘ calcula˘m acum comutatorul acestor doi operatori:
[a, a†] =
mω
2h¯
[x+
ip
mω
, x− ip
mω
] =
1
2h¯
(−i[x, p] + i[p, x]) = 1 , (41)
unde am folosit comutatorul:
[x, p] = ih¯ . (42)
Prin urmare operatorii de creare s¸i anihilare nu comuta˘ , satisfa˘cˆınd
relat¸iile de comutare :
[a, a†] = 1 . (43)
Sa˘ definim deasemenea importantul operator de numa˘r Nˆ :
Nˆ = a†a . (44)
Acest operator este hermitic dupa˘ cum se poate demonstra us¸or folosind
(AB)† = B†A† :
Nˆ † = (a†a)† = a†(a†)† = a†a = Nˆ . (45)
Considerˆınd acum ca˘ :
a†a =
mω
2h¯
(x2 +
p2
m2ω2
) +
i
2h¯
[x, p] =
Hˆ
h¯ω
− 1
2
(46)
observa˘m ca˘ Hamiltonianul se scrie ıˆntr-o forma˘ simpla˘ ıˆn funct¸ie de oper-
atorul de numa˘r :
Hˆ = h¯ω(Nˆ +
1
2
) . (47)
Operatorul de numa˘r are acest nume datorita˘ faptului ca˘ autovalorile
sale sunt exact subindicii funct¸iei de unda˘ asupra ca˘reia act¸ioneaza˘ :
Nˆ | n >= n | n > , (48)
unde am folosit notat¸ia:
| Ψn > = | n > . (49)
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Aplicˆınd acest fapt lui (47) avem :
Hˆ | n >= h¯ω(n+ 1
2
) | n > . (50)
Dar s¸tim din ecuat¸ia Schro¨dinger ca˘ Hˆ | n >= E | n > pe baza ca˘reia
rezulta˘ ca˘ autovalorile energetice sunt date de :
En = h¯ω(n+
1
2
) . (51)
Acest rezultat este identic (cum s¸i trebuia sa˘ fie ) cu rezultatul (36).
Iˆn continuare sa˘ ara˘ta˘m de ce operatorii a s¸i a† au numele pe care le au.
Pentru aceasta sa˘ calcula˘m comutatorii:
[Nˆ , a] = [a†a, a] = a†[a, a] + [a†, a]a = −a , (52)
rezultate care se obt¸in din [a, a] = 0 s¸i (43). Similar, sa˘ calcula˘m:
[Nˆ , a†] = [a†a, a†] = a†[a, a†] + [a†, a†]a = a† . (53)
Cu aces¸ti doi comutatori putem sa˘ scriem:
Nˆ(a† | n >) = ([Nˆ , a†] + a†Nˆ) | n >
= (a† + a†Nˆ) | n > (54)
= a†(1 + n) | n >= (n + 1)a† | n > .
Cu un procedeu similar se obt¸ine deasemenea:
Nˆ(a | n >) = ([Nˆ , a] + aNˆ) | n >= (n− 1)a | n > . (55)
Expresia (54) implica˘ ca˘ se poate considera ket-ul a† | n > ca eigenket
al operatorului de numa˘r , unde autovaloarea incrementa˘ cu unu, adica˘ ,
a fost produsa˘ o cuanta˘ de energie prin act¸iunea lui a† asupra ket-ului.
Aceasta explica˘ numele de operator de creare (creat¸ie). Comentarii
urmıˆnd aceeas¸i linie de rat¸ionament acelas¸i tip de concluzie rezulta˘ pentru
operatorul a, ceea ce ıˆi da˘ numele de operator de anihilare ( o cuanta˘ de
energie este eliminata˘ cˆınd act¸ioneaza˘ acest operator ).
Ecuat¸ia (54) deasemenea implica˘ proport¸ionalitatea ket-urilor a† | n > s¸i
| n+ 1 >:
a† | n >= c | n+ 1 > , (56)
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unde c este o constanta˘ care trebuie determinata˘ . Considerˆınd ıˆn plus
ca˘ :
(a† | n >)† =< n | a = c∗ < n+ 1 | , (57)
putem realiza urma˘torul calcul:
< n | a(a† | n >) = c∗ < n+ 1 | (c | n+ 1 >) (58)
< n | aa† | n >= c∗c < n+ 1 | n+ 1 > (59)
< n | aa† | n >=| c |2 . (60)
Dar din relat¸ia de comutare pentru operatorii a s¸i a† :
[a, a†] = aa† − a†a = aa† − Nˆ = 1 , (61)
avem ca˘ :
aa† = Nˆ + 1 (62)
Substituind ıˆn (60):
< n | Nˆ + 1 | n >=< n | n > + < n | Nˆ | n >= n+ 1 =| c |2 . (63)
Cerˆınd c sa˘ fie real s¸i pozitiv ( prin convent¸ie ), obt¸inem urma˘toarea
valoare:
c =
√
n+ 1 . (64)
Cu aceasta avem relat¸ia:
a† | n >= √n+ 1 | n+ 1 > . (65)
Urmıˆnd acelas¸i procedeu se poate ajunge la o relat¸ie pentru operatorul
de anihilare :
a | n >= √n | n− 1 > . (66)
Sa˘ ara˘ta˘m acum ca˘ valorile lui n trebuie sa˘ fie ıˆntregi nenegativi. Pentru
aceasta, recurgem la cerint¸a de pozitivitate a normei, aplicˆınd-o ıˆn special
vectorului de stare a | n >. Aceasta˘ condit¸ie ne spune ca˘ produsul interior
(intern) al acestui vector cu adjunctul sa˘u ((a | n >)† =< n | a†) trebuie sa˘
fie mai mare sau egala˘ cu zero :
(< n | a†) · (a | n >) ≥ 0 . (67)
Dar aceasta˘ relat¸ie nu este decˆıt :
< n | a†a | n >=< n | Nˆ | n >= n ≥ 0 . (68)
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Prin urmare n nu poate fi negativ s¸i trebuie sa˘ fie ıˆntreg pentru ca˘ daca˘
nu ar fi prin aplicarea consecutiva˘ a operatorului de anihilare ne-ar duce la
valori negative ale lui n, ceea ce este ıˆn contradict¸ie cu ce s-a spus anterior.
Este posibil sa˘ se exprime starea n (| n >) direct ıˆn funct¸ie de starea baza˘
(| 0 >) folosind operatorul de creare. Sa˘ vedem cum se face aceasta˘ iterat¸ie
importanta˘ :
| 1 >= a† | 0 > (69)
| 2 >= [ a
†
√
2
] | 1 >= [(a
†)2√
2!
] | 0 > (70)
| 3 >= [ a
†
√
3
] | 2 >= [(a
†)3√
3!
] | 0 > (71)
...
| n >= [(a
†)n√
n!
] | 0 > (72)
Putem deasemenea aplica aceasta˘ metoda˘ pentru a obt¸ine FP-urile ıˆn
spat¸iul configurat¸iilor. Pentru a realiza acest lucru, vom pleca din starea
baza˘ :
a | 0 >= 0 . (73)
Iˆn reprezentarea x avem:
aˆΨ0(x) =
√
mω
2h¯
(x+
ip
mω
)Ψ0(x) = 0 . (74)
Amintindu-ne forma pe care o ia operatorul impuls ıˆn reprezentarea x,
putem ajunge la o ecuat¸ie diferent¸iala˘ pentru funct¸ia de unda˘ a sta˘rii fun-
damentale; sa˘ introducem deasemenea urma˘toarea definit¸ie x0 =
√
h¯
mω , cu
care avem :
(x+ x20
d
dx
)Ψ0 = 0 (75)
Aceasta˘ ecuat¸ie se poate rezolva us¸or, s¸i prin normalizare ( integrala sa de
la −∞ la ∞ trebuie sa˘ fie pusa˘ egala˘ cu unu ), ajungem la funct¸ia de unda˘
a sta˘rii fundamentale :
Ψ0(x) = (
1√√
πx0
)e
− 1
2
( x
x0
)2
(76)
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Restul de FP, care descriu sta˘rile excitate ale OA , se pot obt¸ine folosind
operatorul de creat¸ie. Procedeul este urma˘torul:
Ψ1 = a
†Ψ0 = (
1√
2x0
)(x− x20
d
dx
)Ψ0 (77)
Ψ2 =
1√
2
(a†)2Ψ0 =
1√
2!
(
1√
2x0
)2(x− x20
d
dx
)2Ψ0 . (78)
Continuˆınd, se poate ara˘ta prin induct¸ie ca˘ :
Ψn =
1√√
π2nn!
1
x
n+ 1
2
0
(x− x20
d
dx
)n e
− 1
2
( x
x0
)2
. (79)
Evolut¸ia temporala˘ a oscilatorului
Iˆn aceasta˘ sect¸iune vom ilustra prin intermediul OA modul ıˆn care se lu-
creaza˘ cu reprezentarea Heisenberg ıˆn care sta˘rile sunt fixate ıˆn timp s¸i
se permite evolut¸ia temporala˘ a operatorilor. Vom considera operatorii ca
funct¸ii de timp s¸i vom obt¸ine ıˆn mod concret cum evolut¸ioneaza˘ operatorii
de pozit¸ie , impuls, a s¸i a† ıˆn timp pentru cazul OA. Ecuat¸iile de mis¸care
Heisenberg pentru p s¸i x sunt :
dpˆ
dt
= − ∂
∂xˆ
V (xˆ) (80)
dxˆ
dt
=
pˆ
m
. (81)
De aici rezulta˘ ca˘ ecuat¸iile de mis¸care pentru x y p ıˆn cazul OA sunt:
dpˆ
dt
= −mω2xˆ (82)
dxˆ
dt
=
pˆ
m
. (83)
Prin urmare, dispunem de o pereche de ecuat¸ii cuplate , care sunt echiva-
lente unei perechi de ecuat¸ii pentru operatorii de creat¸ie s¸i anihilare, care
ıˆnsa˘ nu sunt cuplate. Iˆn mod explicit :
da
dt
=
√
mω
2h¯
d
dt
(xˆ+
ipˆ
mω
) (84)
da
dt
=
√
mω
2h¯
(
dxˆ
dt
+
i
mω
dpˆ
dt
) . (85)
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Substituind (82) s¸i (83) ıˆn (85) :
da
dt
=
√
mω
2h¯
(
pˆ
m
− iωxˆ) = −iωa . (86)
Similar, se poate obt¸ine o ecuat¸ie diferent¸iala˘ pentru operatorul de creat¸ie :
da†
dt
= iωa† (87)
Ecuat¸iile diferent¸iale pe care le-am obt¸inut pentru evolut¸ia temporala˘ a op-
eratorilor de creat¸ie s¸i anihilare , pot fi integrate imediat, dˆınd evolut¸ia
explicita˘ a acestor operatori:
a(t) = a(0)e−iωt (88)
a†(t) = a†(0)eiωt . (89)
Se poate remarca din aceste rezultate s¸i din ecuat¸iile (44) s¸i (47) ca˘ atˆıt
Hamiltonianul ca s¸i operatorul de numa˘r , nu depind de timp, as¸a cum era
de as¸teptat.
Cu cele doua˘ rezultate anterioare , putem sa˘ obt¸inem operatorii de pozit¸ie
s¸i impuls ca funct¸ii de timp, pentru ca˘ sunt dat¸i ıˆn funct¸ie de operatorii de
creat¸ie s¸i anihilare:
xˆ =
√
h¯
2mω
(a+ a†) (90)
pˆ = i
√
mh¯ω
2
(a† − a) . (91)
Substituind-i se obt¸ine:
xˆ(t) = xˆ(0) cos ωt+
pˆ(0)
mω
sinωt (92)
pˆ(t) = −mωxˆ(0) sinωt+ pˆ(0) cos ωt . (93)
Evolut¸ia temporala˘ a acestor operatori este aceeas¸i ca ıˆn cazul ecuat¸iilor
clasice de mis¸care.
Astfel, am ara˘tat forma explicita˘ de evolut¸ie a patru operatori bazici ıˆn cazul
OA , ara˘tˆınd modul ıˆn care se lucreaza˘ ıˆn reprezentarea Heisenberg.
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OA tridimensional
La ıˆnceputul analizei noastre a OA cuantic am fa˘cut comentarii ıˆn lega˘tura˘
cu important¸a pentru fizica˘ a OA . Daca˘ vom considera un analog tridi-
mensional, ar trebui sa˘ considera˘m o dezvoltare Taylor ıˆn trei variabile7
ret¸inˆınd termeni numai pˆına˘ ıˆn ordinul doi inclusiv, ceea ce obt¸inem este o
forma˘ cuadratica˘ (ˆın cazul cel mai general). Problema de rezolvat ıˆn aceasta˘
aproximat¸ie nu este chiar atˆıt de simpla˘ cum ar pa˘rea dintr-o prima˘ exam-
inare a potent¸ialului corespunza˘tor :
V (x, y, z) = ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz . (94)
Exista˘ ıˆnsa˘ multe sisteme care poseda˘ simetrie sferica˘ sau pentru care
aproximat¸ia acestei simetrii este satisfa˘ca˘toare. Iˆn acest caz:
V (x, y, z) = K(x2 + y2 + z2) , (95)
ceea ce este echivalent cu a spune ca˘ derivatele part¸iale secunde ( nemixte
) iau toate aceeas¸i valoare ( ıˆn cazul anterior reprezentate prin K). Putem
ada˘uga ca˘ aceasta˘ este o buna˘ aproximat¸ie ıˆn cazul ıˆn care valorile derivatelor
part¸iale secunde mixte sunt mici ıˆn comparat¸ie cu cele nemixte.
Cıˆnd se satisfac aceste condit¸ii s¸i potent¸ialul este dat de (95) spunem ca˘
sistemul este un OA tridimensional sferic simetric.
Hamiltonianul pentru acest caz este de forma:
Hˆ =
−h¯2
2m
▽2 +mω
2
2
r2 , (96)
unde Laplaceanul este dat ıˆn coordonate sferice s¸i r este variabila sferica˘
radiala˘ .
Fiind vorba de un potent¸ial independent de timp, energia se conserva˘ ; ıˆn
plus data˘ simetria sferica˘ , momentul cinetic deasemenea se conserva˘ . Avem
deci doua˘ ma˘rimi conservate, ceea ce ne permite sa˘ spunem ca˘ fieca˘reia ıˆi
corespunde un numa˘r cuantic. Putem sa˘ presupunem ca˘ funct¸iile de unda˘
depind de doua˘ numere cuantice (des¸i ıˆn acest caz vom vedea ca˘ apare ıˆnca˘
unul ). Cu aceste comentarii, ecuat¸ia de interes este :
7Este posibil sa˘ se exprime dezvoltarea Taylor ıˆn jurul lui r0 ca un operator exponent¸ial
:
e
[(x−xo)+(y−yo)+(z−zo)](
∂
∂x
+ ∂
∂y
+ ∂
∂z
)
f(ro) .
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HˆΨnl = EnlΨnl . (97)
Laplaceanul ıˆn coordonate sferice este :
▽2 = ∂
2
∂r2
+
2
r
∂
∂r
− Lˆ
2
h¯2r2
(98)
s¸i rezulta˘ din faptul cunoscut :
Lˆ2 = −h¯2[ 1
sin θ
∂
∂θ
(sin θ
∂
∂θ
) +
1
sin θ2
∂2
∂ϕ2
] . (99)
Funct¸iile proprii ale lui Lˆ2 sunt armonicele sferice, respectiv:
Lˆ2Ylml(θ, ϕ) = −h¯2l(l + 1)Ylml(θ, ϕ) (100)
Faptul ca˘ armonicele sferice poarta˘ numa˘rul cuantic ml face ca acesta sa˘
fie introdus ıˆn funct¸ia de unda˘ Ψnlml .
Pentru a realiza separarea variabilelor s¸i funct¸iilor se propune substitut¸ia:
Ψnlml(r, θ, ϕ) =
Rnl(r)
r
Ylml(θ, ϕ) . (101)
Odata˘ introdusa˘ ıˆn ecuat¸ia Schro¨dinger va separa partea spat¸iala˘ de cea
unghiulara˘ ; ultima se identifica˘ cu un operator proport¸ional cu operatorul
moment cinetic pa˘trat, pentru care funct¸iile proprii sunt armonicele sferice,
ıˆn timp ce ıˆn partea spat¸iala˘ obt¸inem ecuat¸ia :
R′′nl + (
2mEnl
h¯2
− m
2ω2
h¯2
r2 − l(l + 1)
r2
)Rnl(r) = 0 . (102)
Folosind definit¸iile (7) s¸i (8) , ecuat¸ia anterioara˘ ia exact forma lui (9), cu
except¸ia termenului de moment unghiular, care ıˆn mod comun se cunoas¸te
ca bariera˘ de moment unghiular.
R′′nl + (k
2 − λ2r2 − l(l + 1)
r2
)Rnl = 0 . (103)
Pentru a rezolva aceasta˘ ecuat¸ie , vom pleca dela analiza sa asimptotica˘ .
Daca˘ vom considera mai ıˆntˆıi r → ∞, observa˘m ca˘ termenul de moment
unghiular este neglijabil, astfel ca˘ ıˆn aceasta˘ limita˘ comportamentul asimp-
totic este identic aceluia a lui (9), ceea ce ne conduce la:
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Rnl(r) ∼ exp −λr
2
2
ıˆn lim r→∞ . (104)
Daca˘ studiem acum comportamentul ıˆn jurul lui zero, vedem ca˘ termenul
dominant este cel de moment unghiular, adica˘ , ecuat¸ia diferent¸iala˘ (102) se
converte ıˆn aceasta˘ limita˘ ıˆn :
R′′nl −
l(l + 1)
r2
Rnl = 0 . (105)
Aceasta este o ecuat¸ie diferent¸iala˘ de tip Euler 8 , a ca˘rei rezolvare duce
la doua˘ solut¸ii independente:
Rnl(r) ∼ rl+1 sau r−l ıˆn lim r → 0 . (106)
Argumentele anterioare ne conduc la a propune substitut¸ia :
Rnl(r) = r
l+1 exp
−λr2
2
φ(r) . (107)
S-ar putea deasemenea face s¸i urma˘toarea substitut¸ie:
Rnl(r) = r
−l exp
−λr2
2
v(r) , (108)
care ıˆnsa˘ ne conduce la aceleas¸i solut¸ii ca s¸i (107) ( de ara˘tat acest lucru
este un bun exercit¸iu). Substituind (107) ıˆn (103) , se obt¸ine urma˘toarea
ecuat¸ie diferent¸iala˘ pentru φ :
φ′′ + 2(
l + 1
r
− λr)φ′ − [λ(2l + 3)− k2]φ = 0 . (109)
Cu schimbarea de variabila˘ w = λr2, obt¸inem:
wφ′′ + (l +
3
2
− w)φ′ − [1
2
(l +
3
2
)− κ
2
]φ = 0 , (110)
unde am introdus κ = k
2
2λ =
E
h¯ω . Am ajuns din nou la o ecuat¸ie diferent¸iala˘
de tip hipergeometric confluenta˘ cu solut¸iile ( a se vedea (21) s¸i (22)):
φ(r) = A 1F1[
1
2
(l+
3
2
−κ); l+3
2
, λr2]+B r−(2l+1) 1F1[
1
2
(−l+1
2
−κ);−l+1
2
, λr2] .
(111)
8O ecuat¸ie de tip Euler este de forma :
x
n
y
(n)(x) + xn−1y(n−1)(x) + · · ·+ xy′(x) + y(x) = 0 .
Solut¸iile ei sunt de tipul xα, care se substituie s¸i se ga˘ses¸te un polinom ıˆn α.
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A doua solut¸ie particulara˘ nu poate fi normalizata˘ , pentru ca˘ diverge
puternic ıˆn zero, ceea ce obliga˘ a lua B = 0, deci :
φ(r) = A 1F1[
1
2
(l +
3
2
− κ); l + 3
2
, λr2] . (112)
Folosind aceleas¸i argumente ca ıˆn cazul OA unidimensional, respectiv, a
impune ca solut¸iile sa˘ fie regulare ıˆn infinit, ıˆnseamna˘ condit¸ia de truncare a
seriei, ceea ce implica˘ din nou cuantizarea energiei . Truncarea este ıˆn acest
caz:
1
2
(l +
3
2
− κ) = −n , (113)
unde introducˆınd explicit κ, obt¸inem spectrul de energie :
Enl = h¯ω(2n + l +
3
2
) . (114)
Putem observa ca˘ pentru OA tridimensional sferic simetric exista˘ o en-
ergie de punct zero 32 h¯ω.
Funct¸iile proprii nenormalizate sunt:
Ψnlm(r, θ, ϕ) = r
le
−λr2
2 1F1(−n; l + 3
2
, λr2) Ylm(θ, ϕ) . (115)
5P. Probleme
Problema 5.1
Sa˘ se determine autovalorile s¸i funct¸iile proprii ale OA ıˆn spat¸iul
impulsurilor.
Hamiltonianul cuantic de OA este:
Hˆ =
pˆ2
2m
+
1
2
mω2xˆ2 .
Iˆn spat¸iul impulsurilor, operatorii xˆ s¸i pˆ au urma˘toarea forma˘ :
pˆ→ p
xˆ→ ih¯ ∂
∂p
.
Prin urmare Hamiltonianul cuantic OA ıˆn reprezentarea de impuls este :
Hˆ =
p2
2m
− 1
2
mω2h¯2
d2
dp2
.
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Avem de rezolvat problema de autovalori ( ceea ce ıˆnseamna˘ de obt¸inut
funct¸iile proprii s¸i autovalorile) data˘ prin (5) , care cu Hamiltonianul ante-
rior, este urma˘toarea ecuat¸ie diferent¸iala˘ :
d2Ψ(p)
dp2
+ (
2E
mh¯2ω2
− p
2
m2h¯2ω2
)Ψ(p) = 0 . (116)
Se poate observa ca˘ aceasta˘ ecuat¸ie diferent¸iala˘ , este identica˘ , pˆına˘ la
constante, cu ecuat¸ia diferent¸iala˘ din spat¸iul configurat¸iilor ( ec. (6) ).
Pentru a exemplifica o alta˘ forma˘ de a o rezolva, nu vom urma exact acelas¸i
drum.
Definim doi parametri, analogi celor din (7) s¸i (8):
k2 =
2E
mh¯2ω2
λ =
1
mh¯ω
. (117)
Cu aceste definit¸ii, ajungem la ecuat¸ia diferent¸iala˘ (9)s¸i deci solut¸ia ca˘utata˘
( ıˆn urma efectua˘rii analizei asimptotice ) este de forma:
Ψ(y) = e−
1
2
yφ(y) , (118)
unde y este dat de y = λp2 s¸i λ este definit ıˆn (117). Substituind (118) ıˆn
(116) , avˆınd grija˘ sa˘ punem (118) ıˆn variabila p . Se obt¸ine astfel o ecuat¸ie
diferent¸iala˘ pentru φ :
d2φ(p)
dp2
− 2λpdφ(p)
dp
+ (k2 − λ)φ(p) = 0 . (119)
Vom face acum schimbul de variabila˘ u =
√
λp , care ne conduce la ecuat¸ia
Hermite :
d2φ(u)
du2
− 2udφ(u)
du
+ 2nφ(u) = 0 , (120)
cu n un ıˆntreg nenegativ , s¸i unde am pus :
k2
λ
− 1 = 2n .
De aici s¸i din definit¸iile date ıˆn (117) rezulta˘ ca˘ autovalorile de energie sunt
date de :
En = h¯ω(n+
1
2
) .
Solut¸iile pentru (120) sunt polinoamele Hermite φ(u) = Hn(u) s¸i funct¸iile
proprii nenormalizate sunt :
Ψ(p) = Ae−
λ
2
p2Hn(
√
λp) .
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Problema 5.2
Sa˘ se demonstreze ca˘ polinoamele Hermite pot fi expresate ıˆn
urma˘toarea reprezentare integrala˘ :
Hn(x) =
2n√
π
∫ ∞
−∞
(x+ iy)ne−y
2
dy . (121)
Aceasta˘ reprezentare a polinoamelor Hermite nu este foarte uzuala˘ , des¸i
se poate dovedi utila˘ ıˆn unele cazuri. Ceea ce vom face pentru a realiza
demonstrat¸ia , este sa˘ dezvolta˘m integrala s¸i sa˘ demonstra˘m ca˘ ceea ce se
obt¸ine este identic cu reprezentarea ıˆn serie a polinoamelor Hermite pentru
care avem :
[n
2
]∑
k=0
(−1)kn!
(n− 2k)!k! (2x)
n−2k , (122)
unde simbolul [c] unde se termina˘ seria significa˘ cel mai mare ıˆntreg mai
mic sau egal cu c.
Primul lucru pe care ıˆl vom face este sa˘ dezvolta˘m binomul din integrala˘
folosind binecunoscuta teorema˘ a binomului:
(x+ y)n =
n∑
m=0
n!
(n−m)!m!x
n−mym .
Astfel:
(x+ iy)n =
n∑
m=0
n!
(n−m)!m! i
mxn−mym , (123)
care substituit ıˆn integrala˘ duce la:
2n√
π
n∑
m=0
n!
(n−m)!m! i
mxn−m
∫ ∞
−∞
yme−y
2
dy . (124)
Din forma expresiei din integrala˘ putem sa˘ vedem ca˘ este diferita˘ de zero
cˆınd m este par , ıˆn cazul impar integrala se anuleaza˘ din motive evidente.
Folosind notat¸ia para˘ m = 2k avem:
2n√
π
[n
2
]∑
k=0
n!
(n − 2k)!(2k)! i
2kxn−2k 2
∫ ∞
0
y2ke−y
2
dy . (125)
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Cu schimbul de variabila˘ u = y2, integrala devine o funct¸ie gamma :
2n√
π
[n
2
]∑
k=0
n!
(n− 2k)!(2k)! i
2kxn−2k
∫ ∞
0
uk−
1
2 e−udu , (126)
respectiv Γ(k + 12 ) , care ıˆn plus se poate exprima prin factoriali ( desigur
pentru k ıˆntreg ) :
Γ(k +
1
2
) =
(2k)!
22kk!
√
π .
Substituind aceasta˘ expresie ıˆn suma˘ s¸i folosind faptul ca˘ i2k = (−1)k se
obt¸ine
[n
2
]∑
k=0
(−1)kn!
(n− 2k)!k! (2x)
n−2k , (127)
care este identic cu (122) , ceea ce completeaza˘ demonstrat¸ia.
Problema 5.3
Sa˘ se arate ca˘ relat¸ia de incertitudine Heisenberg se satisface
efectuˆınd calculul cu funct¸iile proprii ale OA .
Trebuie sa˘ ara˘ta˘m ca˘ pentru oricare Ψn se satisface:
< (∆p)2(∆x)2 > ≥ h¯
2
4
, (128)
unde notat¸ia <> ıˆnseamna˘ valoare medie.
Vom calcula ıˆn mod separat < (∆p)2 > s¸i < (∆x)2 > , unde fiecare din
aceste expresii este :
< (∆p)2 >=< (p− < p >)2 >=< p2−2p < p > + < p >2>=< p2 > − < p >2 ,
< (∆x)2 >=< (x− < x >)2 >=< x2−2x < x > + < x >2>=< x2 > − < x >2 .
Mai ıˆntˆıi vom ara˘ta ca˘ atˆıt media lui x cˆıt s¸i a lui p sunt zero. Pentru
media lui x avem:
< x >=
∫ ∞
−∞
x[Ψn(x)]
2dx .
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Aceasta˘ integrala˘ se anuleaza˘ datorita˘ imparita˘t¸tii expresiei de integrat,
care este manifesta˘ . Rezulta˘ deci ca˘ :
< x >= 0 . (129)
Aceleas¸i argumente sunt corecte pentru media lui p , daca˘ efectua˘m
calculul ıˆn spat¸iul impulsurilor, respectiv cu ajutorul funct¸iilor obt¸inute ıˆn
problema 1 . Este suficient sa˘ vedem ca˘ forma funt¸ionala˘ este aceas¸i (se
schimba˘ doar simbolul). Deci:
< p >= 0 . (130)
Sa˘ calcula˘m acum media lui x2. Vom folosi teorema virialului 9. Ob-
serva˘m mai ıˆntˆıi ca˘ :
< V >=
1
2
mω2 < x2 > .
Prin urmare este posibila˘ relat¸ionarea mediei lui x2 direct cu media potent¸ialului
ıˆn acest caz (s¸i deci folosirea teoremei virialului).
< x2 >=
2
mω2
< V > . (131)
Avem nevoie deasemenea de media energiei totale :
< H >=< T > + < V > ,
pentru care din nou se poate folosi teorema virialului ( pentru n = 2 ) :
< H >= 2 < V > . (132)
Astfel, se obt¸ine:
< x2 >=
< H >
mω2
=
h¯ω(n+ 12 )
mω2
(133)
9 Amintim ca˘ teorema virialului ıˆn mecanica cuantica˘ afirma˘ ca˘ :
2 < T >=< r · ▽V (r) > .
Pentru un potent¸ial de forma V = λxn se satisface:
2 < T >= n < V > ,
unde T reprezinta˘ energia cinetica˘ s¸i V este energia potent¸iala˘ .
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< x2 >=
h¯
mω
(n+
1
2
) . (134)
Similar, media lui p2 se poate calcula explicit:
< p2 >= 2m <
p2
2m
>= 2m < T >= m < H >= mh¯ω(n+
1
2
) . (135)
Cu (133) s¸i (135) avem:
< (∆p)2(∆x)2 >= (n+
1
2
)2h¯2 . (136)
Pe baza acestui rezultat ajungem la concluzia ca˘ ıˆn sta˘rile stat¸ionare ale
OA, care practic nu au fost folosite ıˆn mod direct, relat¸ia de incertitudine
Heisenberg se satisface s¸i are valoarea minima˘ pentru starea fundamentala˘
n = 0.
Problema 5.4
Sa˘ se obt¸ina˘ elementele de matrice ale operatorilor a, a†, xˆ s¸i pˆ.
Sa˘ ga˘sim mai ıˆntˆıi elementele de matrice pentru operatorii de creat¸ie
s¸i anihilare, care sunt de mult ajutor pentru a obt¸ine elemente de matrice
pentru restul operatorilor.
Vom folosi relat¸iile (65) s¸i (66), care duc la:
< m | a | n >= √n < m | n− 1 >= √nδm,n−1 . (137)
Iˆn mod similar pentru operatorul de creat¸ie avem rezultatul:
< m | a† | n >= √n+ 1 < m | n+ 1 >= √n+ 1δm,n+1 . (138)
Sa˘ trecem acum la calculul elementelor de matrice ale operatorului de
pozit¸ie. Pentru al efectua , sa˘ exprima˘m operatorul de posit¸ie ıˆn funct¸ie
de operatorii de creat¸ie s¸i anihilare. Folosind definit¸iile (39) s¸i (40) , se
demonstreaza˘ imediat ca˘ operatorul de posit¸ie este dat de :
xˆ =
√
h¯
2mω
(a+ a†) . (139)
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Folosind acest rezultat, elementele de matrice ale operatorului xˆ pot fi
calculate ıˆn maniera˘ imediata˘ :
< m | xˆ | n > = < m |
√
h¯
2mω
(a+ a†) | n >
=
√
h¯
2mω
[
√
nδm,n−1 +
√
n+ 1δm,n+1] . (140)
Urmıˆnd acelas¸i procedeu putem calcula elementele de matrice ale opera-
torului impuls, considerˆınd ca˘ pˆ este dat ıˆn funct¸ie de operatorii de creat¸ie
s¸i anihilare ıˆn forma :
pˆ = i
√
mh¯ω
2
(a† − a) , (141)
ceea ce ne conduce la:
< m | pˆ | n >= i
√
mh¯ω
2
[
√
n+ 1δm,n+1 −
√
nδm,n−1] . (142)
Se poate vedea us¸urint¸a cu care se pot face calculele daca˘ se folosesc
elementele de matrice ale operatorilor de creat¸ie s¸i anihilare. Finaliza˘m cu o
observat¸ie ıˆn lega˘tura˘ cu nediagonalitatea elementelor de matrice obt¸inute.
Aceasta este de as¸teptat datorita˘ faptului ca˘ reprezentarea folosita˘ este cea
a operatorului de numa˘r s¸i nici unul dintre cei patru operatori nu comuta˘
cu el.
Problema 5.5
Sa˘ se ga˘seasca˘ valorile medii ale lui xˆ2 s¸i pˆ2 pentru OA unidimen-
sional s¸i sa˘ se foloseasca˘ acestea pentru calculul valorilor medii (de
as¸teptare) ale energiei cinetice s¸i celei potent¸iale. Sa˘ se compare
acest ultim rezultat cu teorema virialului.
Mai ıˆntˆıi sa˘ obt¸inem valoarea medie a lui xˆ2. Pentru aceasta recurgem
la expresia (139), care ne conduce la :
xˆ2 =
h¯
2mω
(a2 + (a†)2 + a†a+ aa†) . (143)
Se amintes¸te ca˘ operatorii de creat¸ie s¸i anihilare nu comuta˘ ıˆntre ei . Avˆınd
(143) putem calcula valoarea medie a lui xˆ2 :
< xˆ2 > = < n | xˆ2 | n >
109
=
h¯
2mω
[
√
n(n− 1)δn,n−2 +
√
(n + 1)(n + 2)δn,n+2
+ n δn,n + (n + 1) δn,n] , (144)
ceea ce arata˘ ca˘ :
< xˆ2 >=< n | xˆ2 | n >= h¯
2mω
(2n + 1) . (145)
Pentru calcularea valorii medii a lui pˆ2 folosim (141) pentru a exprima acest
operator ıˆn funct¸ie de operatorii de creat¸ie s¸i anihilare:
pˆ2 = −mh¯ω
2
(a2 + (a†)2 − aa† − a†a) , (146)
ceea ce ne conduce la:
< pˆ2 >=< n | pˆ2 | n >= mh¯ω
2
(2n+ 1) . (147)
Ultimul rezultat ne da˘ practic media energiei cinetice :
< Tˆ >=<
pˆ2
2m
>=
1
2m
< pˆ2 >=
h¯ω
4
(2n + 1) . (148)
Valoarea medie a energiei potent¸iale este:
< Vˆ >=<
1
2
mω2xˆ2 >=
1
2
mω2 < xˆ2 >=
h¯ω
4
(2n + 1) , (149)
unde s-a folosit (145).
Observa˘m ca˘ aceste valori medii coincid pentru orice n, ceea ce este ıˆn
conformitate cu teorema virialului, care ne spune ca˘ pentru un potent¸ial
cuadratic ca cel de OA, valorile medii ale energiei cinetice s¸i potent¸iale tre-
buie sa˘ coincida˘ s¸i deci sa˘ fie juma˘tate din valoarea medie a energiei totale.
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6. ATOMUL DE HIDROGEN
Introducere
Iˆn acest capitol vom studia atomul de hidrogen, rezolvˆınd ecuat¸ia Schro¨dinger
independenta˘ de timp cu un potent¸ial produs de doua˘ particule ıˆnca˘rcate
electric cum este cazul electronului s¸i protonului, cu Laplaceanul ıˆn coordo-
nate sferice. Din punct de vedere matematic, se va folosi metoda separa˘rii
de variabile, dˆınd o interpretare fizica˘ funct¸iei de unda˘ ca solut¸ie a ecuat¸iei
Schro¨dinger pentru acest caz important, odata˘ cu interpretarea numerelor
cuantice s¸i a densita˘t¸ilor de probabilitate.
Scala spat¸iala˘ foarte mica˘ a atomului de hidrogen intra˘ ıˆn domeniul de apli-
cabilitate al mecanicii cuantice, pentru care fenomenele atomice au fost
o arie de verificare s¸i interpretare a rezultatelor ıˆnca˘ de la bun ıˆnceput.
Cum mecanica cuantica˘ da˘ , ıˆntre altele, relat¸ii ıˆntre ma˘rimile observabile s¸i
cum principiul de incertitudine modifica˘ radical definit¸ia teoretica˘ a unei
“observabile” este important sa˘ ıˆnt¸elegem ıˆn mod cˆıt mai clar not¸iunea
cuantica˘ de observabila˘ ıˆn cˆımpul atomic. De acord cu principiul de in-
certitudine, pozit¸ia s¸i impulsul unei particule nu se pot ma˘sura simultan
sub o anumita˘ precizie impusa˘ de comutatorii cuantici. De fapt, ma˘rimile
asupra ca˘rora mecanica cuantica˘ da˘ rezultate s¸i pe care le relat¸ioneaza˘
sunt ıˆntotdeauna probabilita˘t¸i. Iˆn loc de a afirma, de exemplu, ca˘ raza
orbitei electronului ıˆntr-o stare fundamentala˘ a atomului de hidrogen este
ıˆntotdeauna 5.3 × 10−11 m, mecanica cuantica˘ afirma˘ ca˘ aceasta este doar
raza medie; daca˘ efectua˘m un experiment adecuat, vom obt¸ine exact ca
ıˆn cazul experimentelor cu detectori macroscopici pe probe macroscopice
diferite valori aleatorii dar a ca˘ror medie va fi 5.3 × 10−11 m. As¸adar, din
punctul de vedere al erorilor experimentale nu exista˘ nici o diferent¸a˘ fat¸a˘ de
fizica clasica˘ .
Dupa˘ cum se s¸tie, pentru calculul valorilor medii ıˆn mecanica cuantica˘
este necesara˘ o funct¸ie de unda˘ corespunza˘toare Ψ. Des¸i Ψ nu are o inter-
pretare fizica˘ directa˘ , modulul pa˘trat | Ψ |2 calculat ıˆntr-un punct arbitrar
din spat¸iu s¸i la un moment dat este proport¸ional cu probabilitatea de a
ga˘si particula ıˆntr-o vecina˘tate infinitezimala˘ a acelui punct acel loc s¸i la
momentul dat. Scopul mecanicii cuantice este determinarea lui Ψ pentru o
microparticula˘ ıˆn diferite condit¸ii experimentale.
Iˆnainte de a trece la calculul efectiv al lui Ψ pentru cazul electronului
hidrogenic, trebuie sa˘ stabilim unele rechizite generale (care trebuie sa˘ se
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respecte ıˆn orice situat¸ie). Iˆn primul rˆınd, pentru ca˘ | Ψ |2 este proport¸ional
cu probabilitatea P de a ga˘si particula descrisa˘ prin Ψ, integrala | Ψ |2 pe
tot spat¸iul trebuie sa˘ fie finita˘ , pentru ca ıˆntr-adeva˘r particula sa˘ poata˘ fi
localizata˘ . Deasemenea, daca˘∫ ∞
−∞
| Ψ |2 dV = 0 (1)
particula nu exista˘ , iar daca˘ integrala este ∞ nu putem avea semnificat¸ie
fizica˘ ; | Ψ |2 nu poate fi negativa˘ sau complexa˘ din simple motive matemat-
ice, astfel ca˘ unica posibilitate ra˘mıˆne ca integrala sa˘ fie finita˘ pentru a avea
o descriere acceptabila˘ a unei particule reale. Iˆn general, este convenabil de
a identifica | Ψ |2 cu probabilitatea P de a ga˘si particula descrisa˘ de ca˘tre
Ψ s¸i nu doar simpla proport¸ionalitate cu P. Pentru ca | Ψ |2 sa˘ fie egala˘ cu
P se impune ∫ ∞
−∞
| Ψ |2 dV = 1 , (2)
pentru ca˘ ∫ ∞
−∞
PdV = 1 (3)
este afirmat¸ia matematica˘ a faptului ca˘ particula exista˘ ıˆntr-un loc din spat¸iu
la orice moment. O funct¸ie care respecta˘ ec. 2 se spune ca˘ este normalizata˘ .
Pe lˆınga˘ aceasta˘ condit¸ie fundamentala˘ , Ψ trebuie sa˘ aiba˘ o valoare unica˘ ,
pentru ca˘ P are o singura˘ valoare ıˆntr-un loc s¸i la un moment determinat. O
alta˘ condit¸ie pe care Ψ trebuie sa˘ o satisfaca˘ este ca˘ atˆıt ea cˆıt s¸i derivatele
sale part¸iale ∂Ψ∂x ,
∂Ψ
∂y ,
∂Ψ
∂z trebuie sa˘ fie continue ıˆn orice punct arbitrar.
Ecuat¸ia Schro¨dinger este considerata˘ ecuat¸ia fundamentala˘ a mecanicii
cuantice ıˆn acelas¸i sens ıˆn care legea fort¸ei este ecuat¸ia fundamentala˘ a
mecanicii newtoniene cu deosebirea importanta˘ ca˘ este o ecuat¸ie de unda˘
pentru Ψ.
Odata˘ ce energia potent¸iala˘ este cunoscuta˘ , se poate rezolva ecuat¸ia
Schro¨dinger pentru funct¸ia de unda˘ Ψ a particulei, a ca˘rei densitate de
probabilitate | Ψ |2 se poate determina pentru x, y, z, t. Iˆn multe situat¸ii,
energia potent¸iala˘ a unei particule nu depinde explicit de timp; fort¸ele care
act¸ioneaza˘ asupra ei se schimba˘ ıˆn funct¸ie numai de posit¸ia particulei. Iˆn
aceste condit¸ii, ecuat¸ia Schro¨dinger se poate simplifica eliminˆınd tot ce se
refera˘ la t. Sa˘ nota˘m ca˘ se poate scrie funct¸ia de unda˘ unidimensionala˘ a
unei particule libere ıˆn forma
Ψ(x, t) = Ae(−i/h¯)(Et−px)
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= Ae−(iE/h¯)te(ip/h¯)x
= ψ(x)e−(iE/h¯)t . (4)
Ψ(x, t) este produsul ıˆntre o funct¸ie dependenta˘ de timp e−(iE/h¯)t s¸i una
stat¸ionara˘ , dependenta˘ numai de pozit¸ie ψ(x).
Iˆn cazul general ıˆnsa˘ , ecuat¸ia Schro¨dinger pentru o stare stat¸ionara˘ se
poate rezolva numai pentru anumite valori ale energiei E. Nu este vorba de
dificulta˘t¸i matematice, ci de un aspect fundamental. “A rezolva” ecuat¸ia
Schro¨dinger pentru un sistem dat ıˆnseamna˘ a obt¸ine o funct¸ie de unda˘ ψ
care nu numai ca˘ satisface ecuat¸ia s¸i condit¸iile de frontiera˘ impuse, ci este o
funct¸ie de unda˘ acceptabila˘ , respectiv, funct¸ia s¸i derivata sa sa˘ fie continue,
finite s¸i univoce. Astfel, cuantizarea energiei apare ıˆn mecanica ondulatorie
ca un element teoretic natural, iar ıˆn practica˘ ca un fenomen universal,
caracteristic tuturor sistemelor microscopice stabile .
Ecuat¸ia Schro¨dinger pentru atomul de hidrogen
Iˆn continuare, vom aplica ecuat¸ia Schro¨dinger atomului de hidrogen, despre
care se s¸tia pe baza experimentelor Rutherford ca˘ este format dintr-un pro-
ton, particula˘ cu sarcina electrica˘ +e s¸i un electron de sarcina˘ -e s¸i care fiind
de 1836 de ori mai us¸or decˆıt protonul este cu mult mai mobil.
Daca˘ interact¸iunea ıˆntre doua˘ particule este de tipul u(r) = u(| ~r1−~r2 |),
problema de mis¸care se reduce atˆıt clasic cˆıt s¸i cuantic la mis¸carea unei
singure particule ıˆn cˆımpul de simetrie sferica˘ . Iˆntr-adeva˘r Lagrangeanul:
L =
1
2
m1~˙r21 +
1
2
m2~˙r22 − u(| ~r1 − ~r2 |) (5)
se transforma˘ folosind:
~r = ~r1 − ~r2 (6)
s¸i
~R =
m1~r1 +m2~r2
m1 +m2
, (7)
ıˆn Lagrangeanul:
L =
1
2
M ~˙R2 +
1
2
µ~˙r2 − u(r) , (8)
unde
M = m1 +m2 (9)
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s¸i
µ =
m1m2
m1 +m2
. (10)
Pe de alta˘ parte, introducerea impulsului se face cu formulele Lagrange
~P =
∂L
∂ ~˙R
=M ~˙R (11)
s¸i
~p =
∂L
∂~˙r
= m~˙r , (12)
ceea ce permite scrierea funct¸iei Hamilton clasice
H =
P 2
2M
+
p2
2m
+ u(r) . (13)
Astfel, se poate obt¸ine operatorul hamiltonian pentru problema core-
spunza˘toare cuantica˘ cu comutatori de tipul
[Pi, Pk] = −ih¯δik (14)
s¸i
[pi, pk] = −ih¯δik . (15)
Aces¸ti comutatori implica˘ un operator Hamiltonian de forma
Hˆ = − h¯
2
2M
∇2R −
h¯2
2m
∇2r + u(r) , (16)
care este fundamental pentru studiul atomului de hidrogen cu ajutorul ecuat¸iei
Schro¨dinger ıˆn forma stat¸ionara˘
Hˆψ = Eψ , (17)
ceea ce presupune ca˘ nu se iau ıˆn considerare efecte relativiste (viteze apro-
priate de cele ale luminii ıˆn vid).
Energia potent¸iala˘ u(r) este cea electrostatica˘
u = − e
2
4πǫ0r
(18)
Exista˘ doua˘ posibilita˘t¸i: prima, de a exprima u ıˆn funct¸ie de coordo-
natele carteziene x, y, z substituind r prin
√
x2 + y2 + z2, a doua, de a ex-
prima ecuat¸ia Schro¨dinger ıˆn funct¸ie de coordonatele polare sferice r, θ, φ.
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Iˆn virtutea simetriei sferice a situat¸iei fizice, vom trata ultimul caz pentru
ca˘ problema matematica˘ se simplifica˘ considerabil.
Prin urmare, ıˆn coordonate polare sferice, ecuat¸ia Schro¨dinger este
1
r2
∂
∂r
(
r2
∂ψ
∂r
)
+
1
r2 sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂ψ
∂θ
)
+
1
r2 sin2 θ
∂2ψ
∂φ2
+
2m
h¯2
(E − u)ψ = 0
(19)
Substituind (18) s¸i multiplicˆınd toata˘ ecuat¸ia cu r2 sin2 θ, se obt¸ine
sin2 θ
∂
∂r
(
r2
∂ψ
∂r
)
+sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂ψ
∂θ
)
+
∂2ψ
∂φ2
+
2mr2 sin2 θ
h¯2
(
e2
4πǫ0r
+ E
)
ψ = 0 .
(20)
Aceasta˘ ecuat¸ie este ecuat¸ia diferent¸iala˘ cu derivate part¸iale pentru funct¸ia
de unda˘ ψ(r, θ, φ) a electronului ıˆn atomul de hidrogen. Iˆmpreuna˘ cu diferitele
condit¸ii pe care ψ(r, θ, φ) trebuie sa˘ le ıˆndeplineasca˘ [de exemplu, ψ(r, θ, φ)
trebuie sa˘ aiba˘ o valoare unica˘ pentru fiecare punct spat¸ial (r, θ, φ)], aceasta˘
ecuat¸ie specifica˘ de maniera˘ completa˘ comportamentul electronului hidro-
genic. Pentru a vedea care este acest comportament, vom rezolva ec. 20
pentru ψ(r, θ, φ) s¸i vom interpreta rezultatele obt¸inute.
Separarea de variabile ıˆn coordonate sferice
Ceea ce este cu adeva˘rat util ıˆn scrierea ecuat¸iei Schro¨dinger ıˆn coordonate
sferice pentru atomul de hidrogen consta˘ ıˆn faptul ca˘ astfel se poate re-
aliza us¸or separarea ıˆn trei ecuat¸ii independente, fiecare unidimensionala˘ .
Procedeul de separare este de a ca˘uta solut¸iile pentru care funct¸ia de unda˘
ψ(r, θ, φ) are forma unui produs de trei funct¸ii, fiecare ıˆntr-una din cele trei
variabile sferice: R(r), care depinde numai de r; Θ(θ) care depinde numai de
θ; s¸i Φ(φ) care depinde numai de φ s¸i este practic analog separa˘rii ecuat¸iei
Laplace. Deci
ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ) . (21)
Funct¸ia R(r) descrie variat¸ia funct¸iei de unda˘ ψ a electronului de-a lungul
razei vectoare dinspre nucleu, cu θ s¸i φ constante. Variat¸ia lui ψ cu unghiul
zenital θ de-a lungul unui meridian al unei sfere centrata˘ ıˆn nucleu este
descrisa˘ numai de ca˘tre funct¸ia Θ(θ) pentru r s¸i φ constante. Iˆn sfˆırs¸it,
funct¸ia Φ(φ) descrie cum variaza˘ ψ cu unghiul azimutal φ de-a lungul unei
paralele a unei sfere centrata˘ ıˆn nucleu, ıˆn condit¸iile ıˆn care r s¸i θ sunt
ment¸inute constante.
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Folosind ψ = RΘΦ, vedem ca˘
∂ψ
∂r
= ΘΦ
dR
dr
, (22)
∂ψ
∂θ
= RΦ
dΘ
dθ
, (23)
∂ψ
∂φ
= RΘ
dΦ
dφ
. (24)
Evident, acelas¸i tip de formule se ment¸ine pentru derivatele de ordin superior
nemixte. Subtituindu-le ıˆn ec. 20, dupa˘ ıˆmpa˘rt¸irea cu RΘΦ se obt¸ine
sin2 θ
R
d
dr
(
r2
dR
dr
)
+
sin θ
Θ
d
dθ
(
sin θ
dΘ
dθ
)
+
1
Φ
d2Φ
dφ2
+
2mr2 sin2 θ
h¯2
(
e2
4πǫ0r
+E
)
= 0 .
(25)
Al treilea termen al acestei ecuat¸ii este funct¸ie numai de unghiul φ, ıˆn timp
ce ceilalt¸i doi sunt funct¸ii de r s¸i θ. Rescriem ecuat¸ia anterioara˘ ıˆn forma
sin2 θ
R
∂
∂r
(
r2
∂R
∂r
)
+
sin θ
Θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂Θ
∂θ
)
+
2mr2 sin2 θ
h¯2
(
e2
4πǫ0r
+ E
)
= − 1
Φ
∂2Φ
∂φ2
.
(26)
Aceasta˘ ecuat¸ie poate fi corecta˘ numai daca˘ cei doi membri sunt egali cu
aceeas¸i constanta˘ , pentru ca˘ sunt funct¸ii de variabile diferite. Este conven-
abil sa˘ nota˘m aceasta˘ constanta˘ cu m2l . Ecuat¸ia diferent¸iala˘ pentru funct¸ia
Φ este
− 1
Φ
∂2Φ
∂φ2
= m2l . (27)
Daca˘ se subtituiem2l ıˆn partea dreapta˘ a ec. 26 s¸i se divide ecuat¸ia rezultanta˘
cu sin2 θ, dupa˘ o regrupare a termenilor, se obt¸ine
1
R
d
dr
(
r2
dR
dr
)
+
2mr2
h¯2
(
e2
4πǫ0r
+E
)
=
m2l
sin2 θ
− 1
Θ sin θ
d
dθ
(
sin θ
dΘ
dθ
)
.
(28)
Iˆnca˘ odata˘ se prezinta˘ o ecuat¸ie ıˆn care apar variabile diferite ıˆn fiecare
membru, ceea ce obliga˘ la egalarea ambilor cu aceeas¸i constanta˘ . Din
motive care se vor vedea mai tˆırziu, vom nota aceasta˘ constanta˘ prin l(l+1).
Ecuat¸iile pentru funct¸iile Θ(θ) s¸i R(r) sunt
m2l
sin2 θ
− 1
Θ sin θ
d
dθ
(
sinθ
dΘ
dθ
)
= l(l + 1) (29)
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s¸i
1
R
d
dr
(
r2
dR
dr
)
+
2mr2
h¯2
(
e2
4πǫ0r
+E
)
= l(l + 1) . (30)
Ecuat¸iile 27, 29 s¸i 30 se scriu ıˆn mod normal ıˆn forma
d2Φ
dφ2
+m2lΦ = 0 , (31)
1
sin θ
d
dθ
(
sin θ
dΘ
dθ
)
+
[
l(l + 1)− m
2
l
sin2 θ
]
Θ = 0 , (32)
1
r2
d
dr
(
r2
dR
dr
)
+
[
2m
h¯2
(
e2
4πǫ0r
+ E
)
− l(l + 1)
r2
]
R = 0 . (33)
Fiecare dintre aceste ecuat¸ii este o ecuat¸ie diferent¸iala˘ ordinara˘ pentru
o funct¸ie de o singura˘ variabila˘ . Iˆn felul acesta s-a reus¸it simplificarea
ecuat¸iei Schro¨dinger pentru atomul de hidrogen care, init¸ial, era o ecuat¸ie
diferent¸iala˘ part¸iala˘ pentru o funct¸ie ψ de trei variabile.
Interpretarea constantelor de separare: numere cuan-
tice
Solut¸ia pentru partea azimutala˘
Ec. 31 se rezolva˘ us¸or pentru a ga˘si urma˘toarea solut¸ie
Φ(φ) = Aφe
imlφ , (34)
unde Aφ este constanta de integrare. Una dintre condit¸iile stabilite mai
ıˆnainte pe care trebuie sa˘ le ıˆndeplineasca˘ o funct¸ie de unda˘ (s¸i prin urmare
deasemenea Φ, care este o componenta˘ a funct¸iei complete ψ) este sa˘ aiba˘
o valoare unica˘ pentru fiecare punct din spat¸iu fa˘ra˘ except¸ie. De exemplu,
se observa˘ ca˘ φ s¸i φ + 2π se identifica˘ ıˆn acelas¸i plan meridian. De aceea,
trebuie ca Φ(φ) = Φ(φ+2π), adica˘ Aeimlφ = Aeiml(φ+2π). Aceasta se poate
ıˆndeplini numai cˆınd ml este 0 sau un numa˘r ıˆntreg pozitiv sau negativ
(±1,±2,±3, ...). Acest numa˘r ml se cunoas¸te ca numa˘rul cuantic magnetic
al atomului de hidrogen s¸i este relat¸ionat cu direct¸ia momentului cinetic
L pentru ca˘ s-a putut fi asociat cu efectele cˆımpurilor magnetice axiale
asupra electronului. Numa˘rul cuantic magnetic ml este determinat de ca˘tre
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numa˘rul cuantic orbital l, care la rˆındul sa˘u determina˘ modulul momentului
cinetic al electronului.
Interpretarea numa˘rului cuantic orbital l nu este nici ea fa˘ra˘ unele prob-
leme. Sa˘ examina˘m ec. 33, care corespunde pa˘rt¸ii radiale R(r) a funct¸iei
de unda˘ ψ. Aceasta˘ ecuat¸ie este relat¸ionata˘ numai cu aspectul radial al
mis¸ca˘rii electronilor, adica˘ , cu apropierea s¸i depa˘rtarea de nucleu (pentru
elipse); totus¸i, este prezenta˘ s¸i energia totala˘ a electronului E. Aceasta˘ en-
ergie include energia cinetica˘ a electronului ıˆn mis¸care orbitala˘ care nu are
nimic de-a face cu mis¸carea radiala˘ . Aceasta˘ contradict¸ie se poate elimina
cu urma˘torul rat¸ionament: energia cinetica˘ T a electronului are doua˘ pa˘rt¸i:
Tradial datorata˘ mis¸ca˘rii de apropiere s¸i depa˘rtare de nucleu, s¸i Torbital da-
torata˘ mis¸ca˘rii ıˆn jurul nucleului. Energia potent¸iala˘ V a electronului este
energia electrostatica˘ . Prin urmare, energia sa totala˘ este
E = Tradial + Torbital − e
2
4πǫ0r
. (35)
Substituind aceasta˘ expresie a lui E ıˆn ec. 33 obt¸inem, dupa˘ o regrupare a
termenilor,
1
r2
d
dr
(
r2
dR
dr
)
+
2m
h¯2
[
Tradial + Torbital − h¯
2l(l + 1)
2mr2
]
R = 0 . (36)
Daca˘ ultimii doi termeni din paranteze se anuleaza˘ ıˆntre ei, obt¸inem o ecuat¸ie
diferent¸iala˘ pentru mis¸carea pur radiala˘ . Impunem deci condit¸ia
Torbital =
h¯2l(l + 1)
2mr2
. (37)
Energia cinetica˘ orbitala˘ a electronului este ıˆnsa˘
Torbital =
1
2
mv2orbital (38)
s¸i cum momentul cinetic L al electronului este
L = mvorbitalr , (39)
putem exprima energia cinetica˘ orbitala˘ ıˆn forma
Torbital =
L2
2mr2
(40)
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De aceea avem
L2
2mr2
=
h¯2l(l + 1)
2mr2
(41)
s¸i deci
L =
√
l(l + 1)h¯ . (42)
Interpretarea acestui rezultat este ca˘ , ıˆntrucˆıt numa˘rul cuantic orbital l
este limitat la valorile l = 0, 1, 2, ..., (n − 1), electronul poate avea numai
momentele cinetice L care se specifica˘ prin intermediul ec. 42. Ca s¸i ıˆn cazul
energiei totale E, momentul cinetic se conserva˘ s¸i este cuantizat, iar unitatea
sa naturala˘ de ma˘sura˘ ıˆn mecanica cuantica˘ este h¯ = h/2π = 1.054 × 10−34
J.s.
Iˆn mis¸carea planetara˘ macroscopica˘ , numa˘rul cuantic care descrie mo-
mentul unghiular este atˆıt de mare ca˘ separarea ıˆn sta˘ri discrete ale momen-
tului cinetic nu se poate observa experimental. De exemplu, un electron al
ca˘rui numa˘r cuantic orbital este 2, are un moment cinetic L = 2.6 × 10−34
J.s., ıˆn timp ce momentul cinetic al planetei noastre este 2.7× 1040 J.s.!
Se obis¸nuies¸te sa˘ se noteze sta˘rile de moment cinetic cu litera s pentru
l = 0, cu p pentru l = 1, d pentru l = 2, etc. Acest cod alfabetic provine din
clasificarea empirica˘ a spectrelor ıˆn as¸a numitele serii principala˘ , difuza˘ s¸i
fundamentala˘ , care este anterioara˘ mecanicii cuantice.
Combinarea numa˘rului cuantic total cu litera corespunza˘toare momen-
tului cinetic este o alta˘ notat¸ie frecvent folosita˘ pentru sta˘rile atomice. De
exemplu, o stare ıˆn care n = 2, l = 0 este o stare 2s, iar una ıˆn care n = 4,
l = 2 este o stare 4d.
Pe de alta˘ parte, pentru interpretarea numa˘rului cuantic magnetic, vom
t¸ine cont ca˘ la fel ca pentru impulsul lineal, momentul cinetic este un vector
s¸i deci pentru al descrie se necesita˘ specificarea direct¸iei, sensului s¸i modu-
lului sa˘u. Vectorul L este perpendicular planului ıˆn care are loc mis¸carea
de rotat¸ie s¸i direct¸ia s¸i sensul sa˘u sunt date de regula mıˆinii drepte (de pro-
dus vectorial): degetul mare are direct¸ia s¸i sensul lui L cˆınd celelalte patru
degete sunt ıˆn direct¸ia de rotat¸ie.
Dar ce semnificat¸ie se poate da unei direct¸ii s¸i sens ıˆn spat¸iul limitat
al unui atom de hidrogen ? Ra˘spunsul este simplu daca˘ ne gˆındim ca˘ un
electron care gireaza˘ ıˆn jurul unui nucleu reprezinta˘ un circuit minuscul, care
ca dipol magnetic prezinta˘ un cˆımp magnetic corespunza˘tor. Iˆn consecint¸a˘ ,
un electron atomic cu moment cinetic interact¸ioneaza˘ cu un cˆımp magnetic
extern B. Numa˘rul cuantic magneticml specifica˘ direct¸ia lui L, determinata˘
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de componenta lui L ıˆn direct¸ia cˆımpului. Acest fenomen se cunoas¸te ıˆn mod
comun drept cuantizare spat¸iala˘ .
Daca˘ alegem direct¸ia cˆımpului magnetic ca axa˘ z, componenta lui L ıˆn
aceasta˘ direct¸ie este
Lz = mlh¯ . (43)
Valorile posibile ale luiml pentru o valoare data˘ a lui l, merg de la +l pˆına˘ la
−l, trecˆınd prin 0, astfel ca˘ orienta˘rile posibile ale vectorului moment cinetic
L ıˆntr-un cˆımp magnetic sunt 2l + 1. Cıˆnd l = 0, Lz poate avea numai
valoarea zero; cˆınd l = 1, Lz poate fi h¯, 0, sau −h¯; cˆınd l = 2, Lz ia numai
una dintre valorile 2h¯, h¯, 0, −h¯, sau −2h¯, s¸i as¸a mai departe. Ment¸iona˘m ca˘
L nu poate fi exact alineat (paralel sau antiparalel) cu B, pentru ca˘ Lz este
ıˆntotdeauna mai mic decˆıt modulul
√
l(l + 1)h¯ momentului unghiular total.
Cuantizarea spat¸iala˘ a momentului cinetic orbital al atomului de hidro-
gen se arata˘ ıˆn fig. 6.1.
Fig. 6.1: Cuantizarea spat¸iala˘ a momentului cinetic pentru sta˘ri l = 2, L =
√
6h¯.
Trebuie sa˘ considera˘m electronul caracterizat de ca˘tre un anumit ml ca
avˆınd o orientare determinata˘ a momentului sa˘u cinetic L fat¸a˘ de un cˆımp
magnetic extern ıˆn cazul ıˆn care acesta se aplica˘ .
Iˆn absent¸a cˆımpului magnetic extern, direct¸ia axei z este complet arbi-
trara˘ . De aceea, componenta lui L ıˆn orice direct¸ie pe care o alegem este
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mlh¯; cˆımpul magnetic extern ofera˘ o direct¸ie de referint¸a˘ privilegiata˘ din
punct de vedere experimental.
Dece este cuantizata˘ numai componenta lui L ? Ra˘spunsul se relat¸ioneaza˘
cu faptul ca˘ L nu poate fi direct¸ionat de maniera˘ arbitrara˘ ; ıˆntotdeauna
descrie un con centrat pe axa de cuantizare ıˆn as¸a fel ıˆncˆıt proiect¸ia sa Lz
este mlh¯. Motivul pentru care se produce acest fenomen este principiul de
incertitudine: daca˘ L ar fi fix ıˆn spat¸iu, ıˆn as¸a fel ıˆncˆıt Lx, Ly s¸i Lz ar avea
valori bine definite, electronul ar fi confinat ıˆntr-un plan bine definit. De ex-
emplu, daca˘ L ar fi fixat de-a lungul direct¸iei z, electronul ar avea tendint¸a
de a se ment¸ine ıˆn planul xy (fig. 6.2a).
Fig. 6.2: Principiul de incertitudine interzice o direct¸ie fixa˘ ıˆn spat¸iu a
momentului cinetic.
Acest lucru poate sa˘ aiba˘ loc numai ıˆn situat¸ia ıˆn care componenta pz a
impulsului electronului ıˆn direct¸ia z este infinit de incerta˘ , ceea ce desigur
este imposibil daca˘ face parte din atomul de hidrogen. Totus¸i, cum ıˆn real-
itate numai o componenta˘ Lz a lui L ıˆmpreuna˘ cu L
2 au valori definite s¸i
| L |>| Lz |, electronul nu este limitat la un plan unic (fig. 6.2b), iar daca˘
ar fi as¸a, ar exista o incertitudine ıˆn coordonata z a electronului. Direct¸ia
lui L se schimba˘ ıˆn mod constant (fig. 6.3), astfel ca˘ valorile medii ale lui
Lx s¸i Ly sunt 0, des¸i Lz are ıˆntotdeauna valoarea mlh¯.
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Fig. 6.3: Vectorul moment cinetic prezinta˘ o precesie constanta˘ ıˆn jurul axei z.
Solut¸ia pentru Φ trebuie sa˘ satisfaca˘ deasemenea condit¸ia de normalizare,
care este data˘ de ca˘tre ec. 2. Deci pentru Φ avem∫ 2π
0
| Φ |2 dφ = 1 (44)
s¸i substituind Φ se obt¸ine ∫ 2π
0
A2φdφ = 1 . (45)
Astfel Aφ = 1/
√
2π s¸i deci Φ normalizata˘ este data˘ de
Φ(φ) =
1√
2π
eimlφ . (46)
Solut¸ia pentru partea polara˘
Ecuat¸ia diferent¸iala˘ pentru partea polara˘ Θ(θ) are o solut¸ie mai complicata˘
fiind data˘ de polinoamele Legendre asociate
Pmll (x) = (−1)ml(1−x2)ml/2
dml
dxml
Pl(x) = (−1)ml (1− x
2)ml/2
2ll!
dml+l
dxml+l
(x2−1)l .
(47)
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Aceste funct¸ii satisfac urma˘toarea relat¸ie de ortogonalitate∫ 1
−1
[Pmll (cosθ)]
2dcosθ =
2
2l + 1
(l +ml)!
(l −ml)! . (48)
Iˆn cazul mecanicii cuantice, Θ(θ) este data˘ de polinoamele Legendre nor-
malizate, respectiv, daca˘
Θ(θ) = AθP
ml
l (cosθ) , (49)
atunci condit¸ia de normalizare este data˘ de∫ 1
−1
A2θ[P
ml
l (cosθ)]
2dcosθ = 1 . (50)
Prin urmare constanta de normalizare pentru partea polara˘ este
Aθ =
√
2l + 1
2
(l −ml)!
(l +ml)!
(51)
s¸i prin urmare, funct¸ia Θ(θ) deja normalizata˘ este
Θ(θ) =
√
2l + 1
2
(l −ml)!
(l +ml)!
Pmll (cosθ) (52)
Pentru obiectivele noastre, cea mai importanta˘ proprietate a acestor
funct¸ii este ca˘ , as¸a cum s-a ment¸ionat deja, exista˘ numai cˆınd constanta l
este un numa˘r ıˆntreg egal sau mai mare decˆıt | ml |, care este valoarea ab-
soluta˘ a lui ml. Aceasta˘ condit¸ie se poate scrie sub forma setului de valori
disponibile pentru ml
ml = 0,±1,±2, ...,±l . (53)
Unificarea pa˘rt¸ilor azimutala˘ s¸i polara˘ : armonicele sferice
Solut¸iile pentru pa˘rt¸ile azimutala˘ s¸i polara˘ se pot uni pentru a forma armon-
icele sferice, care depind de φ s¸i θ s¸i contribuie la simplificarea manipula˘rilor
algebrice ale funct¸iei de unda˘ completa˘ ψ(r, θ, φ). Armonicele sferice se in-
troduc ıˆn felul urma˘tor:
Y mll (θ, φ) = (−1)ml
√
2l + 1
4π
(l −ml)!
(l +ml)!
Pmll (cosθ)e
imlφ . (54)
Factorul suplimentar (−1)ml nu produce nici o problema˘ pentru ca˘ ec.
Schro¨dinger este lineara˘ s¸i homogena˘ s¸i este convenabil pentru studiul del
momentului cinetic. Se cunoas¸te ca factorul de faza˘ Condon-Shortley, efectul
sa˘u fiind de a introduce o alternant¸a˘ a semnelor ±.
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Solut¸ia pentru partea radiala˘
Solut¸ia pentru partea radiala˘ R(r) a funct¸iei de unda˘ ψ a atomului de hidro-
gen este ceva mai complicata˘ s¸i aici este unde apar diferent¸e mai mari fat¸a˘
de ecuat¸ia Laplace ıˆn electrostatica˘ . Rezultatul final se exprima˘ ıˆn funct¸ie
de polinoamele asociate Laguerre (Schro¨dinger 1926). Ecuat¸ia radiala˘ se
poate rezolva ıˆn forma˘ analitica˘ exacta˘ numai cˆınd E este pozitiv sau pen-
tru una din urma˘toarele valori negative En (ˆın care caz electronul este legat
atomului)
En = − me
4
32π2ǫ20h¯
2
(
1
n2
)
, (55)
unde n este un numa˘r ıˆntreg numit numa˘rul cuantic principal s¸i descrie
cuantizarea energiei electronului ıˆn atomul de hidrogen. Aceast spectru
discret a fost obt¸inut pentru prima data˘ de ca˘tre Bohr cu metode empirice
de cuantizare ıˆn 1913 s¸i apoi de ca˘tre Pauli s¸i respectiv Schro¨dinger ıˆn 1926.
O alta˘ condit¸ie care trebuie sa˘ fie satisfa˘cuta˘ pentru a rezolva ecuat¸ia
radiala˘ este ca n sa˘ fie ıˆntotdeauna mai mare decˆıt l. Valoarea sa minima˘
este l + 1. Invers, condit¸ia asupra lui l este
l = 0, 1, 2, ..., (n − 1) (56)
Ecuat¸ia radiala˘ se poate scrie ıˆn forma
r2
d2R
dr2
+ 2r
dR
dr
+
[
2mE
h¯2
r2 +
2me2
4πǫ0h¯
2 r − l(l + 1)
]
R = 0 , (57)
Dupa˘ ıˆmpa˘rt¸irea cu r2, se foloses¸te substitut¸ia χ(r) = rR pentru a elim-
ina termenul ıˆn dRdr s¸i a obt¸ine forma standard a ec. Schro¨dinger radiale cu
potent¸ial efectiv U(r) = −const/r+ l(l+ 1)/r2 (potent¸ial electrostatic plus
bariera˘ centrifugala˘ ). Aceasta˘ procedura˘ se aplica˘ numai pentru a discuta
o noua˘ condit¸ie obligatorie de frontiera˘ , obti¸nerea spectrului fiind prin in-
termediul ecuat¸iei pentru R. Diferent¸a ıˆntre o ec. Schro¨dinger radiala˘ s¸i
una ıˆn toata˘ linia reala˘ este ca˘ o condit¸ie de frontiera˘ suplimentara˘ trebuie
impusa˘ ıˆn origine (r = 0). Potent¸ialul coulombian apart¸ine unei clase de
potent¸iale care se numesc slab singulare, pentru care limr→0 = U(r)r2 = 0.
Se ıˆncearca˘ solut¸ii de tipul χ ∝ rν , ceea ce implica˘ ν(ν − 1) = l(l + 1) cu
solut¸iile ν1 = l + 1 s¸i ν2 = −l, exact ca ıˆn cazul electrostaticii. Solut¸ia
negativa˘ se elimina˘ ıˆn cazul l 6= 0 pentru ca˘ duce la divergent¸a integralei de
normalizare s¸i deasemenea nu respecta˘ normalizarea la funct¸ia delta ıˆn cazul
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spectrului continuu, iar cazul ν2 = 0 se elimina˘ din condit¸ia de finitudine a
energiei cinetice medii.Concluzia finala˘ este ca˘ χ(0) = 0 pentru orice l.
Revenind la analiza ecuat¸iei pentru funct¸ia radiala˘ R, se pune mai ıˆntˆıi
problema adimensionaliza˘rii ecuat¸iei. Aceasta se face observˆınd ca˘ se poate
forma o singura˘ scala˘ de spat¸iu s¸i timp din combinat¸ii ale celor trei constante
fizice care intra˘ ıˆn aceasta˘ problema˘ respectiv e2, m s¸i h¯. Acestea sunt raza
Bohr a0 = h¯
2/me2 = 0.529 · 10−8 cm. s¸i t0 = h¯3/me4 = 0.24210−16 sec.,
care se numesc unita˘t¸i atomice. Folosind aceste unita˘t¸i obt¸inem
d2R
dr2
+
2
r
dR
dr
+
[
2E +
2
r
− l(l + 1)
r2
]
R = 0 , (58)
unde ne intereseaza˘ spectrul discret (E < 0). Cu notat¸iile n = 1/
√−E s¸i
ρ = 2r/n se ajunge la:
d2R
dρ2
+
2
ρ
dR
dρ
+
[
n
ρ
− 1
4
− l(l + 1)
ρ2
]
R = 0 . (59)
Pentru ρ → ∞, ecuat¸ia se reduce la d2Rdρ2 = R4 cu solut¸ii R ∝ e±ρ/2. Se
accepta˘ pe baza condit¸iei de normalizare numai exponent¸iala atenuata˘ . Pe
de alta˘ parte asimptotica de zero, as¸a cum am comentat deja, este R ∝ ρl.
Prin urmare, putem substitui R printr-un produs de trei funct¸ii radiale
R = ρle−ρ/2F (ρ), dintre care primele doua˘ sunt pa˘rt¸ile asimptotice, iar a
treia este funct¸ia radiala˘ ıˆn regiunea intermediara˘ , care ne intereseaza˘ cel
mai mult pentru ca˘ ne da˘ spectrul energetic. Ecuat¸ia pentru F este
ρ
d2F
dρ2
+ (2l + 2− ρ)dF
dρ
+ (n− l − 1)F = 0 . (60)
care este un caz particular de ecuat¸ie hipergeometrica˘ confluenta˘ ıˆn care cei
doi parametri ‘hiper’geometrici depind de n, l s¸i care se poate identifica cu
ecuat¸ia pentru polinoamele Laguerre asociate L2l+1n+l (ρ) ıˆn fizica matematica˘
. Astfel, forma normalizata˘ a lui R este:
Rnl(r) = − 2
n2
√
(n− l − 1)!
2n[(n+ l)!]3
e−ρ/2ρlL2l+1n+l (ρ) , (61)
unde s-a folosit condit¸ia de normalizare a polinoamelor Laguerre:∫ ∞
0
e−ρρ2l[L2l+1n+l (ρ)]
2ρ2dρ =
2n[(n+ l)!]3
(n− l − 1)! . (62)
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Avem deci solut¸iile fieca˘reia dintre ecuat¸iile care depind numai de o
singura˘ variabila˘ s¸i prin urmare putem construi funct¸ia de unda˘ pentru
fiecare stare electronica˘ ıˆn atomul de hidrogen, respectiv daca˘ ψ(r, θ, φ) =
R(r)Θ(θ)Φ(φ), atunci funct¸ia de unda˘ completa˘ este
ψ(r, θ, φ) = NH(αr)le−αr/2L2l+1n+l (αr)Pmll (cosθ)eimlφ , (63)
unde NH = − 2n2
√
2l+1
4π
(l−ml)!
(l+ml)!
(n−l−1)!
[(n+l)!]3 s¸i α = 2/na0.
Utilizˆınd armonicele sferice, solut¸ia se scrie ıˆn felul urma˘tor
ψ(r, θ, φ) = − 2
n2
√
(n− l − 1)!
[(n + l)!]3
(αr)le−αr/2L2l+1n+l (αr)Y
ml
l (θ, φ) . (64)
Aceasta˘ formula˘ se poate considera rezultatul matematic final pentru
solut¸ia ec. Schro¨dinger ıˆn cazul atomului de hidrogen pentru oricare stare
stat¸ionara˘ a electronului sa˘u. Iˆntr-adeva˘r, se pot vedea ıˆn mod explicit atˆıt
dependent¸a asimptotica˘ cˆıt s¸i cele doua˘ seturi ortogonale complete, poli-
noamele Laguerre asociate s¸i respectiv armonicele sferice, corespunza˘toare
acestei ecuat¸ii lineare cu derivate part¸iale de ordinul doi. Coordonatele
parabolice [ξ = r(1− cos θ), η = r(1+ cos θ), φ = φ], sunt un alt set de vari-
abile ıˆn care ec. Schro¨dinger pentru atomul de hidrogen este us¸or de separat
(E. Schro¨dinger, Ann. Physik 80, 437, 1926; P.S. Epstein, Phys. Rev. 28,
695, 1926; I. Waller, Zf. Physik 38, 635, 1926). Solut¸ia finala˘ se exprima˘
ca produsul unor factori de natura˘ asimptotica˘, armonice azimutale s¸i doua˘
seturi de polinoame Laguerre asociate ıˆn ξ, respectiv η. Spectrul energetic
(−1/n2) s¸i degenerarea (n2) evident nu se modifica˘.
Densitatea de probabilitate electronica˘
Iˆn modelul lui Bohr al atomului de hidrogen, electronul se rotes¸te ıˆn jurul
nucleului pe traiectorii circulare sau eliptice. Daca˘ se realizeaza˘ un exper-
iment adecuat, s-ar putea vedea ca˘ electronul ar fi ıˆntotdeauna situat ıˆn
limitele expeimentale la o distant¸a˘ fat¸a˘ de nucleu r = n2a0 (unde n este
numa˘rul cuantic care numeroteaza˘ orbita s¸i a0 = 0.53 A˚ este raza orbitei
celei mai apropiate de nucleu, cunoscuta˘ ca raza Bohr) s¸i ıˆn planul ecuatorial
θ = 90o, ıˆn timp ce unghiul azimutal φ poate varia ıˆn timp.
Teoria cuantica˘ a atomului de hidrogen modifica˘ concluziile modelului
lui Bohr ıˆn doua˘ aspecte importante. Iˆn primul rˆınd, nu se pot da valori
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exacte pentru r, θ, φ, ci numai probabilita˘t¸i relative de a ga˘si electronul ıˆntr-
o zona˘ infinitezimala˘ data˘ a spat¸iului. Aceasta˘ imprecizie este, desigur, o
consecint¸a˘ a naturii ondulatorii a electronului. Iˆn al doilea rˆınd, nu se poate
gˆındi ca˘ electronul se mis¸ca˘ ıˆn jurul nucleului ıˆn sensul convent¸ional clasic,
pentru ca˘ densitatea de probabilitate | ψ |2 nu depinde de timp s¸i poate
varia considerabil ıˆn funct¸ie de zona infinitezimala˘ unde se calculeaza˘ .
Funct¸ia de unda˘ ψ a electronului ıˆn atomul de hidrogen este ψ = RΘΦ
unde R = Rnl(r) descrie cum se schimba˘ ψ cu r cˆınd numerele cuantice
orbital s¸i total au valorile n s¸i l; Θ = Θlml(θ) descrie la rˆındul lui variat¸ia
lui ψ cu θ cˆınd numerele cuantice magnetic s¸i orbital au valorile l s¸i ml; ıˆn
sfˆırs¸it, Φ = Φml(φ) da˘ schimbarea lui ψ cu φ cˆınd numa˘rul cuantic magnetic
are valoarea ml. Densitatea de probabilitate | ψ |2 se poate scrie
| ψ |2=| R |2| Θ |2| Φ |2 . (65)
Densitatea de probabilitate | Φ |2, care ma˘soara˘ posibilitatea de a ga˘si elec-
tronul la un unghi azimutal φ dat, este o constanta˘ care nu depinde de φ.
Prin urmare, densitatea de probabilitate electronica˘ este simetrica˘ fat¸a˘ de
axa z, independent de starea cuantica˘ “magnetica˘ ” (atˆıta timp cˆıt nu se
aplica˘ un cˆımp magnetic extern), ceea ce face ca electronul sa˘ aiba˘ aceeas¸i
probabilitate de a se ga˘si ıˆn orice direct¸ie azimutala˘ . Partea radiala˘ R a
funct¸iei de unda˘ , spre deosebire de Φ, nu numai ca˘ variaza˘ cu r, ci s¸i o face
ıˆn mod diferit pentru fiecare combinat¸ie de numere cuantice n s¸i l. Fig. 6.4
arata˘ grafice ale lui R ıˆn funct¸ie de r pentru sta˘rile 1s, 2s, s¸i 2p ale atomului
de hidrogen. R este maxim ıˆn centrul nucleului (r = 0) pentru toate sta˘rile
s, ıˆn timp ce este zero ıˆn r = 0 pentru toate sta˘rile care au moment cinetic.
2p
1s
2s
5 10 15 r(a )0
R nl ( r)
Fig. 6.4: Grafice aproximative ale funct¸iilor radiale R1s, R2s, R2p; (a0 = 0.53 A˚).
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10 155 r(a )0
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2 2
Fig. 6.5: Densitatea de probabilitate de a ga˘si electronul atomului de hidrogen
ıˆntre r s¸i r + dr fat¸a˘ de nucleu pentru sta˘rile 1s, 2s, 2p.
Densitatea de probabilitate electronica˘ ıˆn punctul r, θ, φ este proport¸ionala˘
cu | ψ |2, dar probabilitatea reala˘ ıˆn elementul de volum infinitezimal dV
este | ψ |2 dV . Iˆn coordonate polare sferice
dV = r2 sin θdrdθdφ , (66)
s¸i cum Θ s¸i Φ sunt funct¸ii normalizate, probabilitatea numerica˘ reala˘ P (r)dr
de a ga˘si electronul la o distant¸a˘ fat¸a˘ de nucleu cuprinsa˘ ıˆntre r s¸i r + dr
este
P (r)dr = r2 | R |2 dr
∫ π
0
| Θ |2 sin θdθ
∫ 2π
0
| Φ |2 dφ
= r2 | R |2 dr (67)
P (r) este reprezentata˘ ıˆn fig. 6.5 pentru aceleas¸i sta˘ri ale ca˘ror funct¸ii radiale
R apar ıˆn fig. 6.4; ıˆn principiu, curbele sunt foarte diferite. Observa˘m
imediat ca˘ P (r) nu este maxima˘ ıˆn nucleu pentru sta˘rile s, as¸a cum este R,
avˆınd maximul la o distant¸a˘ finita˘ de acesta. Valoarea cea mai probabila˘ a lui
r pentru un electron 1s este exact a0, care este raza Bohr. Totus¸i, valoarea
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medie a lui r pentru un electron 1s este 1.5a0, ceea ce pare ciudat la prima
vedere, pentru ca˘ nivelele de energie sunt aceles¸i ıˆn mecanica cuantica˘ s¸i
ıˆn modelul lui Bohr. Aceasta˘ aparenta˘ discrepant¸a˘ se elimina˘ daca˘ se t¸ine
cont de faptul ca˘ energia electronului depinde de 1/r s¸i nu direct de r, iar
valoarea medie a lui 1/r pentru un electron 1s este exact 1/a0.
Funct¸ia Θ variaza˘ cu unghiul polar θ pentru toate numerele cuantice l s¸i
ml, except¸ie fa˘cˆınd l = ml = 0, care sunt sta˘ri s. Densitatea de probabilitate
| Θ |2 pentru o stare s este o constanta˘ (1/2), ceea ce ıˆnseamna˘ ca˘ , ıˆntrucˆıt
| Φ |2 este deasemenea constanta˘ , densitatea de probabilitate electronica˘
| ψ |2 are aceeas¸i valoare pentru o valoare a lui r data˘ , ıˆn toate direct¸iile. Iˆn
alte sta˘ri, electronii au un comportament unghiular care uneori ajunge sa˘ fie
foarte complicat. Aceasta se poate vedea ıˆn fig.6.5, unde se arata˘ densita˘t¸ile
de probabilitate electronica˘ pentru diferite sta˘ri atomice ıˆn funct¸ie de r s¸i θ.
(Termenul care se reprezinta˘ este | ψ |2 s¸i nu | ψ |2 dV ). Deoarece | ψ |2 este
independent de φ, o reprezentare tridimensionala˘ a lui | ψ |2 se obt¸ine prin
rotat¸ia unei reprezenta˘ri particulare ıˆn jurul unei axe verticale, ceea ce poate
ara˘ta ca˘ densita˘t¸ile de probabilitate pentru sta˘rile s au simetrie sferica˘ , ıˆn
timp ce toate celelalte nu o poseda˘ . Se obt¸in ıˆn acest fel loburi mai mult
sau mai put¸in pronunt¸ate, care au forme caracteristice pentru fiecare stare
ıˆn parte s¸i care ıˆn chimie joaca˘ un rol important ıˆn determinarea modului
ıˆn care interact¸ioneaza˘ atomii ıˆn interiorul moleculelor.
6N. Nota˘:
1. E. Schro¨dinger a obt¸inut premiul Nobel ıˆn 1933 (ˆımpreuna˘ cu Dirac) pen-
tru “descoperirea de noi forme productive ale teoriei atomice”. Schro¨dinger
a scris o remarcabila˘ serie de patru articole intitulata˘ “Quantisierung als
Eigenwertproblem” [“Cuantizarea ca problema˘ de autovalori”] (I-IV, prim-
ite la redact¸ia revistei Annalen der Physik ıˆn 27 Ianuarie, 23 Februarie, 10
Mai s¸i 21 Iunie 1926).
6P. Probleme
Problema 6.1 - Sa˘ se obt¸ina˘ formulele pentru orbitele stabile s¸i pentru
nivelele de energie ale electronului ıˆn atomul de hidrogen folosind numai
argumente bazate pe lungimea de unda˘ de Broglie asociata˘electronului s¸i
valoarea ‘empirica˘ ’ 5.3 · 10−11 m pentru raza Bohr.
Solut¸ie: Lungimea de unda˘ a electronului este data˘ de λ = hmv ıˆn timp
ce daca˘ egala˘m fort¸a electrica˘ cu fort¸a centripeta˘ , respectiv mv
2
r =
1
4πǫ0
e2
r2
129
obt¸inem ca˘ viteza electronului este data˘ de v = e√
4πǫ0mr
.ˆIn aceste condit¸ii,
lungimea de unda˘ a electronului este λ = he
√
4πǫ0r
m . Acum, daca˘ folosim
valoarea 5.3×10−11m pentru raza r a orbitei electronice, vedem ca˘ lungimea
de unda˘ a electronului este λ = 33× 10−11 m. Aceasta˘ lungime de unda˘ are
exact aceeas¸i valoare ca circumferint¸a orbitei electronului, 2πr = 33× 10−11
m. Dupa˘ cum se poate vedea, orbita electronului ıˆn atomul de hidrogen
corespunde astfel unei unde “ˆınchisa˘ ıˆn ea ıˆnsa˘s¸i” (adica˘ de tip stat¸ionar).
Acest fapt se poate compara cu vibrat¸iile unui inel de alama˘ . Daca˘ lungimile
de unda˘ sunt un submultiplu al circumferint¸ei sale, inelul ar putea continua
starea sa vibratorie pentru foarte mult timp cu disipare redusa˘ (sta˘ri ‘proprii’
de vibrat¸ie sau unde stat¸ionare). Daca˘ ıˆnsa˘ numa˘rul de lungimi de unda˘ nu
este ıˆntreg se va produce o interferent¸a˘ negativa˘ pe ma˘sura˘ ce undele se
propaga˘ de-a lungul inelului s¸i vibrat¸iile vor dispa˘rea foarte repede. Astfel,
se poate afirma ca˘ un electron se poate roti indefinit ıˆn jurul nucleului fa˘ra˘ a
radia energia de care dispune atˆıta timp cˆıt orbita cont¸ine un numa˘r ıˆntreg
de lungimi de unda˘ de Broglie. Cu acestea, avem condit¸ia de stabilitate
nλ = 2πrn ,
unde rn este raza orbitei care cont¸ine n lungimi de unda˘ . Substituind λ,
avem
nh
e
√
4πǫ0rn
m
= 2πrn ,
s¸i deci orbitele stabile ale electronului sunt
rn =
n2h¯2ǫ0
πme2
.
Pentru nivelele de energie, avem E = T+V s¸i prin substituirea energiilor
potent¸iala˘ s¸i cinetica˘ obt¸inem
E =
1
2
mv2 − e
2
4πǫ0r
,
sau echivalent
En = − e
2
8πǫ0rn
.
Substituind valoarea lui rn ıˆn ultima ecuat¸ie obt¸inem
En = − me
4
8ǫ20h¯
2
(
1
n2
)
.
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Problema 6.2 - Teorema lui Unso¨ld spune ca˘ , pentru orice valoare
a numa˘rului cuantic orbital l, densita˘t¸ile de probabilitate, sumate peste
toate substa˘rile posibile, de la ml = −l pˆına˘ la ml = +l dau o constanta˘
independenta˘ de unghiurile θ sau φ, adica˘
+l∑
ml=−l
| Θlml |2| Φml |2= ct.
Aceasta˘ teorema˘ arata˘ ca˘ orice atom sau ion cu substa˘ri ıˆnchise prezinta˘
o distribut¸ie sferic simetrica˘ de sarcina˘ electrica˘ . Sa˘ se verifice teorema
Unso¨ld pentru l = 0, l = 1 s¸i l = 2.
Solut¸ie: Avem pentru l = 0, Θ00 = 1/
√
2 s¸i Φ0 = 1/
√
2π, deci vedem
ca˘
| Θ0,0 |2| Φ0 |2= 1
4π
.
Pentru l = 1 avem
+1∑
ml=−1
| Θlml |2| Φml |2=| Θ1,−1 |2| Φ−1 |2 + | Θ1,0 |2| Φ0 |2 + | Θ1,1 |2| Φ1 |2 .
Pe de alta˘ parte funct¸iile de unda˘ sunt: Θ1,−1 = (
√
3/2)sinθ, Φ−1 =
(1/
√
2π)e−iφ, Θ1,0 = (
√
6/2)cosθ, Φ0 = 1/
√
2π, Θ1,1 = (
√
3/2)sinθ, Φ1 =
(1/
√
2π)eiφ , care substituite ıˆn ecuat¸ia anterioara˘ conduc la
+1∑
ml=−1
| Θlml |2| Φml |2=
3
8π
sen2θ +
3
4π
cos2θ +
3
8π
sen2θ =
3
4π
s¸i din nou obt¸inem o constanta˘ .
Pentru l = 2 avem
+2∑
ml=−2
| Θlml |2| Φml |2=
| Θ2,−2 |2| Φ−2 |2| Θ2,−1 |2| Φ−1 |2 + | Θ2,0 |2| Φ0 |2 + | Θ2,1 |2| Φ1 |2 + | Θ2,2 |2| Φ2 |2
s¸i funct¸iile de unda˘ sunt: Θ2,−2 = (
√
15/4)sin2θ, Φ−2 = (1/
√
2π)e−2iφ,
Θ2,−1 = (
√
15/2)sinθcosθ, Φ−1 = (1/
√
2π)e−iφ, Θ2,0 = (
√
10/4)(3cos2θ −
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1), Φ0 = 1/
√
2π, Θ2,1 = (
√
15/2)sinθcosθ, Φ1 = (1/
√
2π)eiφ, Θ2,2 =
(
√
15/4)sin2θ, Φ2 = (1/
√
2π)e2iφ, care substituite ıˆn ecuat¸ia anterioara˘ dau
+2∑
ml=−2
| Θlml |2| Φml |2=
5
4π
,
ceea ce din nou verifica˘ teorema Unso¨ld.
Problema 6.3 - Probabilitatea de a ga˘si un electron atomic a ca˘rui
funct¸ie de unda˘ radiala˘ este cea de stare fundamentala˘ R10(r) ıˆn afara unei
sfere de raza˘ Bohr a0 centrata˘ ıˆn nucleu este∫ ∞
a0
| R10(r) |2 r2dr .
Sa˘ se calculeze probabilitatea de a ga˘si electronul ıˆn starea fundamentala˘
atomica˘ la o distant¸a˘ de nucleu mai mare de a0.
Solut¸ie: Funct¸ia de unda˘ radiala˘ care corespunde sta˘rii fundamentale
este
R10(r) =
2
a
3/2
0
e−r/a0 .
Substituind-o ıˆn integrala˘ obt¸inem
∫ ∞
a0
| R(r) |2 r2dr = 4
a30
∫ ∞
a0
r2e−2r/a0dr ,
sau∫ ∞
a0
| R(r) |2 r2dr = 4
a30
[
−a0
2
r2e−2r/a0 − a
2
0
2
re−2r/a0 − a
3
0
4
e−2r/a0
]∞
a0
.
Aceasta ne conduce la:∫ ∞
a0
| R(r) |2 r2dr = 5
e2
≈ 68% !! ,
care este probabilitatea ceruta˘ ıˆn aceasta˘ problema˘ .
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7. CIOCNIRI CUANTICE
Introducere
Pentru init¸iere ıˆn teoria cuantica˘ de ıˆmpra˘s¸tiere ne vom servi de rezultate
deja cunoscute de la ıˆmpra˘s¸tierea clasica˘ ıˆn cˆımpuri centrale s¸i vom pre-
supune anumite situat¸ii care vor simplifica calculele fa˘ra˘ ıˆnsa˘ a ne ıˆndepa˘rta
prea mult de problema “reala˘”. S¸tim ca˘ ıˆn studiul experimental al unei cioc-
niri putem obt¸ine date care ne pot ajuta sa˘ ıˆnt¸elegem distribut¸ia materiei
“t¸inta˘”, sau mai bine spus interact¸iunea ıˆntre fasciculul incident s¸i “t¸inta˘”.
Ipotezele pe care le vom presupune corecte sunt:
i) Particulele nu au spin, ceea ce nu ıˆnseamna˘ ca˘ acesta nu este important
ıˆn ciocniri.
ii) Ne vom ocupa numai de dispersia elastica˘ pentru care posibila struc-
tura˘ interna˘ a particulelor nu se ia ıˆn considerare.
iii) T¸inta este suficient de subt¸ire pentru a putea neglija ıˆmpra˘s¸tierile
multiple.
iv) Interact¸iunile sunt descrise printr-un potent¸ial care depinde numai
de pozit¸ia relativa˘ a particulelor.
Aceste ipoteze elimina˘ o serie de efecte cuantice s¸i ma˘ resc corectitudinea
unor rezultate bazice din teoria ciocnirilor clasice. Astfel definim:
dσ
dΩ
=
I(θ, ϕ)
I0
, (1)
unde dσ este elementul de unghi solid, I0 este numa˘rul de particule incidente
pe unitate de arie s¸i IdΩ este numa˘rul de particule dispersate ıˆn elementul
de unghi solid dΩ.
Cu aceste concepte binecunoscute s¸i cu ajutorul ma˘rimii asimptotice
parametru de impact b asociat fieca˘rei particule clasice incidente ajungem
la importanta formula˘ clasica˘
dσ
dΩ
=
b
sin θ
|db
dθ
| . (2)
Daca˘ dorim sa˘ cunoas¸tem ıˆn termeni cuantici fenomenologia de cioc-
nire, trebuie sa˘ studiem evolut¸ia ıˆn timp a unui pachet de unde. Fie Fi
fluxul de particule al fascicolului incident, adica˘ , numa˘rul de particule pe
unitate de timp care intersecteaza˘ o suprafat¸a˘ unitara˘ transversala˘ axei de
propagare. Vom pozit¸iona un detector departe de zona de act¸iune efectiva˘ a
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potent¸ialului, care subˆıntinde un unghi solid dΩ; cu acesta putem ıˆnregistra
numa˘rul de particule dn/dt dispersate ıˆn unitatea de timp ıˆn dΩ ıˆn direct¸ia
(θ, ϕ).
z
V(r)
0
Detector D
(dn/dt ~ F dΩ
θ
d Ω
i )
Flux inc. F i
Fig. 7.1
dn/dt este proport¸ional cu dΩ s¸i Fi. Sa˘ numim σ(θ, ϕ) coeficientul de
proport¸ionalitate ıˆntre dn s¸i FidΩ:
dn = σ(θ, ϕ)FidΩ , (3)
care este prin definit¸ie sect¸iunea diferent¸iala˘ transversala˘ .
Numa˘rul de particule pe unitatea de timp care ajung la detector este egal
cu numa˘rul de particule care intersecteaza˘ o suprafat¸a˘ σ(θ, ϕ)dΩ situata˘
perpendicular pe axa fasciculului. Sect¸iunea totala˘ de dispersie este prin
definit¸ie:
σ =
∫
σ(θ, ϕ)dΩ . (4)
Cum putem orienta axele de coordonate conform alegerii dorite, o vom
face ıˆn as¸a fel ca axa fasciculului incident de particule sa˘ coincida˘ cu axa z
(aceasta pentru simplificarea calculelor, unde vom folosi coordonatele sferice).
Iˆn regiunea negativa˘ a axei, pentru t negativ mare, particula va fi practic
libera˘ : nu este afectata˘ de V (r) s¸i starea sa se poate reprezenta prin unde
plane. Prin urmare funct¸ia de unda˘ trebuie sa˘ cont¸ina˘ termeni de forma
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eikz, unde k este constanta care apare ıˆn ecuat¸ia Helmholtz. Prin analogie
cu optica, forma undei dispersate este:
f(r) =
eikr
r
. (5)
Iˆntr-adeva˘r:
(∇2 + k2)eikr 6= 0 (6)
s¸i
(∇2 + k2)e
ikr
r
= 0 (7)
pentru r > r0, unde r0 este orice numa˘r pozitiv.
Presupunem ca˘ mis¸carea particulei este descrisa˘ de Hamiltonianul:
H =
p2
2µ
+ V = H0 + V . (8)
V este diferit de zero numai ıˆntr-o mica˘ vecina˘tate ıˆn jurul originii. S¸tim
ca˘ un pachet de unde ıˆn t = 0 se poate scrie:
ψ(r, 0) =
1
(2π)
3
2
∫
ϕ(k) exp[ik · (r− r0)]d3k , (9)
unde ψ este o funct¸ie semnificativ nenula˘ ıˆn segmentul (la˘rgimea) ∆k centrat
ıˆn jurul lui k0. Presupunem deasemena ca˘ k0 este paralel la r0, dar de sens
opus. Pentru a vedea ıˆn mod cantitativ ce se ıˆntˆımpla˘ cu pachetul de unde
cˆınd la un moment ulterior ciocnes¸e t¸inta s¸i este dispersat de aceasta ne
putem folosi de dezvoltarea lui ψ(r, 0) ıˆn funct¸iile proprii ψn(r) ale lui H,
respectiv ψ(r, 0) =
∑
n cnψn(r). Astfel, pachetul de unde la timpul t este:
ψ(r, t) =
∑
n
cnϕn(r) exp(− i
h¯
Ent) . (10)
Aceasta este o funct¸ie proprie a operatorului H0 s¸i nu a lui H, dar putem
substitui aceste funct¸ii proprii cu funct¸ii proprii particulare ale luiH, pe care
le vom nota cu ψ
(+)
k (r). Forma asimptotica˘ a acestora din urma˘ este de tipul:
ψ
(+)
k (r) ≃ eik·r + f(r)
eikr
r
, (11)
unde, cum este uzual, p = h¯k s¸i E = h¯
2k2
2m .
135
Aceasta corespunde unei unde plane ca fascicul incident s¸i o unda˘ sferica˘
divergenta˘, despre care se poate spune ca˘ este rezultatul interact¸iunii ıˆntre
fascicul s¸i t¸inta˘. Aceste solut¸ii ale ec. Schro¨dinger exista˘ ıˆn realitate, s¸i
putem dezvolta ψ(r, 0) ıˆn unde plane s¸i ψk(r):
ψ(r, 0) =
∫
ϕ(k) exp(−ik · r0)ψk(r)d3k , (12)
unde h¯ω = h¯
2k2
2m . Se poate spune deci ca˘ unda sferica˘ divergenta˘ nu are nici
o contribut¸ie la pachetul de unde init¸ial.
Iˆmpra˘s¸tierea unui pachet de unde
Orice unda˘ sufera˘ ıˆn cursul propaga˘rii o dispersie. De aceea nu se poate
ignora efectul undei divergente din acest punct de vedere. Se poate folosi
urma˘torul truc:
ω =
h¯
2m
k2 =
h¯
2m
[k0 + (k− k0)]2 = h¯
2m
[2k0 · k− k20 + (k− k0)2] , (13)
pentru a neglija ultimul termen ıˆn paranteze. Substituind ω ıˆn ψ, cerem ca:
h¯
2m (k− k0)2T ≪ 1, unde T ≃ 2mr0h¯k0 s¸i deci:
(∆k)2r0
k0
≪ 1 . (14)
Aceasta˘ condit¸ie ne spune ca˘ pachetul de unde nu se disperseaza˘ ıˆn mod
apreciabil chiar s¸i atunci cˆınd se deplaseaza˘ pe o distant¸a˘ macroscopica˘ r0.
Alegˆınd direct¸ia vectorului k al undei incidente de-a lungul uneia dintre
cele trei direct¸ii carteziene, putem scrie ıˆn coordonate sferice
ψk(r, θ, ϕ) ≃ eikz + f(k,θ,ϕ)e
ikr
r .
Iˆntrucˆıt H, operatorul Hamiltonian (que hemos considerat pˆına˘ acum nu
ca operator pentru ca˘ rezultatele sunt aceleas¸i) este invariant la rotat¸iile ıˆn
axa z, putem alege condit¸iile de frontiera˘ deasemenea invariante, astfel ca˘ :
ψk(r, θ, ϕ) ≃ eikz + f(θ)e
ikr
r .
Acest tip de funct¸ii se cunosc ca unde de ıˆmpra˘s¸tiere. Coeficientul f(θ) al
undei divergente se cunoas¸te ca amplitudine de ıˆmpra˘s¸tiere.
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Amplitudinea de probabilitate ıˆn ıˆmpra˘s¸tieri
Ecuat¸ia Schro¨dinger de rezolvat este:
ih¯
∂ψ
∂t
= − h¯
2
2m
∇2ψ + V (r, t)ψ . (15)
Expresia
P (r, t) = ψ∗(r, t)ψ(r, t) = |ψ(r, t)|2 (16)
se interpreteaza˘ , cf. lui Max Born, ca o densitate de probabilitate daca˘
funct¸ia de unda˘ se normalizeaza˘ astfel ca:∫
|ψ(r, t)|2d3r = 1 . (17)
Desigur integrala de normalizare a lui ψ trebuie sa˘ fie independenta˘ de
timp. Acest lucru se poate nota ıˆn felul urma˘tor:
I =
∂
∂t
∫
Ω
P (r, t)d3r =
∫
Ω
(ψ∗
∂ψ
∂t
+
∂ψ∗
∂t
ψ)d3r (18)
s¸i din ec. Schro¨dinger:
∂ψ
∂t
=
ih¯
2m
∇2ψ − i
h¯
V (r, t)ψ (19)
rezulta˘ :
I =
ih¯
2m
∫
Ω
[ψ∗∇2 − (∇2ψ∗)ψ]d3r = ih¯
2m
∫
Ω
∇ · [ψ∗∇ψ − (∇ψ∗)ψ]d3r =
=
ih¯
2m
∫
A
[ψ∗∇ψ − (∇ψ∗)ψ]ndA , (20)
unde s-a folosit teorema Green pentru evaluarea integralei de volum. dA este
elementul de suprafat¸a˘ pe frontiera care delimiteaza˘ regiunea de integrare s¸i
[ ]n denota˘ componenta ıˆn direct¸ia normala˘ la elementul de suprafat¸a˘ dA.
Definind:
S(r, t) =
h¯
2im
[ψ∗∇ψ − (∇ψ∗)ψ] , (21)
obt¸inem:
I =
∂
∂t
∫
Ω
P (r, t)d3r = −
∫
Ω
∇ · Sd3r = −
∫
A
SndA , (22)
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pentru pachete de unda˘ ıˆn care ψ se pune zero la distant¸e mari s¸i integrala
de normalizare converge, integrala de suprafat¸a˘ este zero cˆınd Ω este tot
spat¸iul. Se poate demonstra (se poate consulta P. Dennery & A. Krzywicki,
Mathematical methods for physicists) ca˘ integrala de suprafat¸a˘ este zero,
astfel ca˘ integrala de normalizare este constanta˘ ıˆn timp s¸i deci se satisface
cerint¸a init¸iala˘ . Din aceeas¸i ecuat¸ie pentru S obt¸inem:
∂P (r, t)
∂t
+∇ · S(r, t) = 0 , (23)
care este o ecuat¸ie de continuitate cu fluxul de densitate P s¸i curent de den-
sitate S, fa˘ra˘ nici un fel de surse (pozitive sau negative). Daca˘ interpreta˘m
h¯
im∇ ca un fel de ‘operator’ viteza˘ (ca s¸i ıˆn cazul timpului nu se poate vorbi
de un operator viteza˘ ıˆn sens riguros), atunci:
S(r, t) = Re(ψ∗
h¯
im
∇ψ) . (24)
Calculul efectiv al densita˘t¸ii de curent pentru o unda˘ de ıˆmpra˘s¸tiere este de
tip ‘truc’ s¸i nu ıˆl considera˘m ilustrativ. Rezultatul final este jr =
hk
mr2
|f(θ)|2,
unde direct¸ia θ = 0 nu se include.
Funct¸ia Green ıˆn teoria de ıˆmpra˘s¸tiere
O alta˘ forma˘ de a scrie ecuat¸ia Schro¨dinger de rezolvat este (− h¯22m∇2+V )ψ =
Eψ sau (∇2 + k2)ψ = Uψ unde: k2 = 2mE
h¯2
s¸i U = 2mV
h¯2
.
Rezulta˘ mai convenabil de transformat aceasta˘ ecuat¸ie la o forma˘ inte-
grala˘ . Aceasta se poate face daca˘ vom considera Uψ din partea dreapta˘ a
ecuat¸iei ca o inomogeneitate, ceea ce ne permite sa˘ construim solut¸ia ecuat¸iei
cu ajutorul funct¸iei Green (nucleu integral), care prin definit¸ie este solut¸ia
lui:
(∇2 + k2)G(r, r′) = δ(r − r′) . (25)
Solut¸ia ecuat¸iei Schro¨dinger se da˘ ca suma solut¸iei ecuat¸iei omogene s¸i a
solut¸iei inomogene de tip Green:
ψ(r) = λ(r)−
∫
G(r, r′)U(r′)ψ(r′)d3r′ . (26)
Ca˘uta˘m acum o funct¸ie G care sa˘ fie un produs de funt¸ii linear indepen-
dente, cum sunt de exemplu undele plane:
G(r, r′ =
∫
A(q)eiq·(r−r
′)dq . (27)
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Folosind ecuat¸ia 25, avem:∫
A(q)(k2 − q2)eiq·(r−r′)dq = δ(r− r′) , (28)
care se transforma˘ ıˆntr-o identitate daca˘ :
A(q) = (2π)−3(k2 − q2)−1 . (29)
De aici rezulta˘ :
G(r, r′) =
1
(2π)3
∫
eiqR
k2 − q2d
3q , (30)
cu R = |r− r′|. Dupa˘ un calcul folosind metode de variabila˘ complexa˘ 10,
ajungem la:
G(R) = − 1
4π
eikR
R
. (31)
Aceasta˘ funct¸ie nu este determinata˘ ıˆn mod univoc; funct¸ia Green poate
fi oricare solut¸ie a ecuat¸iei 25; Alegerea uneia particulare se face prin im-
punerea condit¸iilor de frontiera˘ asupra funct¸iilor proprii ψk(r).
Funct¸ia Green obt¸inuta˘ ıˆn aceste condit¸ii este:
G(r, r′) = −
(
eik|r−r
′|
4π|r− r′|
)
. (32)
Iˆn acest fel, ajungem la ecuat¸ia integrala˘ pentru funct¸ia de unda˘ de
ciocnire:
ψ(k, r) = ϕ(k, r) − m
2πh¯2
∫
eik|r−r′|
r− r′ U(r
′)ψ(k, r)dr , (33)
unde ϕ este o solut¸ie a ecuat¸iei Helmholtz. Notˆınd |r− r′| = R:
(∇2 + k2)ψ = (∇2 + k2)[ϕ+
∫
G(r, r′)U(r′)ψ(r′)d3r′] (34)
s¸i presupunˆınd ca˘ putem schimba ordinea operat¸iilor s¸i pune operatorul ∇2
ıˆn interiorul integralei:
(∇2 + k2)ψ =
∫
(∇2 + k2)G(r, r′)U(r′)ψ(r′)d3r′ = U(r)ψ(r) , (35)
ceea ce ne arata˘ ca˘ se verifica˘ faptul ca˘ G(R) = 14π
eikR
R este solut¸ie.
10Se poate vedea problema 7.1.
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Teorema optica˘
Sect¸iunea diferent¸iala˘ totala˘ este data˘ de:
σtot(k) =
∫
dσ
dΩ
dΩ . (36)
Sa˘ exprima˘m acum f(θ) ca funct¸ie de s¸iftul de faza˘ Sl(k) = e
2iδl(k) ıˆn
forma:
f(θ) =
1
k
∞∑
l=0
(2l + 1)eiδi(k) sin δl(k)Pl(cos θ) (37)
atunci
σtot =
∫
[
1
k
∞∑
l=0
(2l + 1)eiδl(k) sin δl(k)Pl(cos θ)]
[
∫
[
1
k
∞∑
l′=0
(2l′ + 1)eiδl′ (k) sin δl′(k)Pl′(cos θ)] . (38)
Folosind acum
∫
Pl(cos θ)Pl′(cos θ) =
4π
2l+1δll′ obt¸inem
σtot =
4π
k2
∞∑
l=0
(2l + 1) sin δl(k)
2 . (39)
Ceea ce ne intereseaza˘ este ca˘ :
Imf(0) =
1
k
∞∑
l=0
(2l + 1)Im[eiδl(k) sin δl(k)]Pl(1) =
1
k
∞∑
l=0
(2l + 1) sin δl(k)
2 =
k
4π
σtot . (40)
Aceasta˘ relat¸ie este cunoscuta˘ ca teorema optica˘ . Semnificat¸ia sa fizica˘
este ca˘ interferent¸a undei incidente cu unda dispersata˘ la unghi zero pro-
duce “ies¸irea” particulei din unda incidenta˘ , ceea ce permite conservarea
probabilita˘t¸ii.
Aproximat¸ia Born
Sa˘ considera˘m situat¸ia din Fig. 7.2:
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Fig. 7.2
Punctul de observare M este departe de P, care se afla˘ ıˆn regiunea de
influent¸a˘ a potent¸ialului U , cu r ≫ L, r′ ≪ l. Segmentul MP, care core-
spunde la |r− r′|, este ıˆn aceste condit¸ii geometrice aproximativ egal cu
proiect¸ia lui MP pe MO:
|r− r′| ≃ r − u · r′ , (41)
unde u este vectorul unitar (versor) ıˆn direct¸ia r. Atunci, pentru r mare:
G = − 1
4π
eik|r−r
′|
|r− r′| ≃r→∞ −
1
4π
eikr
r
e−iku·r . (42)
Substituim G ıˆn expresia integrala˘ a funct¸iei de unda˘ de ciocnire pentru a
obt¸ine:
ψ(r) = eikz − 1
4π
eikr
r
∫
e−iku·rU(r′)ψ(r′)d3r′ . (43)
Aceasta deja nu mai este o funct¸ie de distant¸a r = OM , ci numai de θ s¸i ψ;
atunci:
f(θ, ψ) = − 1
4π
∫
e−iku ·rU(r′)ψ(r′)d3r′ . (44)
Definim acum vectorul de unda˘ incident ki ca un vector de modul k dirijat
de-a lungul axei polare a fasciculului astfel ca˘ : eikz = eiki·r; similar, kd, de
modul k s¸i cu direct¸ia fixata˘ prin θ s¸i ϕ, se numes¸te vector de unda˘ ‘deplasat’
ıˆn direct¸ia (θ, ϕ): kd = ku
Vectorul de unda˘ transferat ıˆn direct¸ia (θ, ϕ) se introduce prin: K =
kd − ki.
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Cu aceasta, putem scrie ecuat¸ia integrala˘ de dispersie ıˆn forma:
ψ(r) = eiki·r +
∫
G(r, r′)U(r′)ψ(r′)d3r′ (45)
Acum putem ıˆncerca rezolvarea acestei ecuat¸ii ıˆn mod iterativ. Punˆınd
r→ r′; r′ → r′′, putem scrie:
ψ(r′) = eiki·r
′
+
∫
G(r′, r′′)U(r′′)ψ(r′′)d3r′′ . (46)
Substituind ıˆn 45 obt¸inem:
ψ(r) = eiki·r +
∫
G(r, r′)U(r′)eiki·r
′
d3r′+
∫ ∫
G(r, r′)U(r′)G(r′, r′′)U(r′′)ψ(r′′)d3r′′d3r′ . (47)
Primii doi termeni din partea dreapta˘ sunt cunoscut¸i s¸i numai al treilea
cont¸ine funct¸ia necunoscuta˘ ψ(r). Putem repeta acest procedeu: ıˆnlocuind
r cu r′′ s¸i r′ cu r′′′ obt¸inem ψ(r′′) , pe care putem sa˘ o reintroducem ıˆn ec.
47:
ψ(r) = eiki·r +
∫
G(r, r′)U(r′)eiki·r
′
+∫ ∫
G(r, r′)U(r′)G(r′, r′′)U(r′′)eiki·r
′′
d3r′d3r′′+∫ ∫ ∫
G(r, r′)U(r′)G(r′, r′′)U(r′′)eiki·r
′′
G(r′′, r′′′)U(r′′′)ψ(r′′′) . (48)
Primii trei termeni sunt cunoscut¸i; funct¸ia necunoscuta˘ ψ(r) se afla˘ ıˆn al
patrulea termen. Iˆn acest fel, prin iterat¸ii construim funct¸ia de unda˘ de dis-
persie stat¸ionara˘ . Nota˘m ca˘ fiecare termen ıˆn dezvoltarea ıˆn serie prezinta˘ o
putere superioara˘ ıˆn potent¸ial fat¸a˘ de cel precedent. Putem continua ıˆn acest
fel pˆına˘ cˆınd obt¸inem o expresie neglijabila˘ ıˆn partea dreapta˘ , s¸i obt¸inem
ψ(r) ıˆn funct¸ie numai de ma˘rimi cunoscute.
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Substituind expresia lui ψ(r) ıˆn f(θ, ϕ) obt¸inem dezvoltarea ıˆn serie Born
a amplitudinii de ıˆmpra˘s¸tiere. Limitˆındu-ne la primul ordin ıˆn U , trebuie
sa˘ se faca˘ doar substituirea lui ψ(r′) cu eiki·r′ ıˆn partea dreapta˘ a ecuat¸iei
pentru a obt¸ine:
f (B)(θ, ϕ) =
−1
4π
∫
eiki·r
′
U(r′)e−iku·r
′
d3r′ =
−1
4π
∫
e−i(kd−ki)·r
′
U(r′)d3r′ =
−1
4π
∫
e−iK·r
′
U(r′)d3r′ (49)
K este vectorul de unda˘ transferat definit mai ıˆnaite. Vedem ca˘ sect¸iunea
de dispersie se relat¸ioneaza˘ ıˆn mod simplu cu potent¸ialul, daca˘ t¸inem cont
de V (r) = h¯
2
2mU(r) s¸i σ(θ, ϕ) = |f(θ, ϕ)|2. Rezultatul este:
σ(B)(θ, ϕ) =
m2
4π2h¯4
|
∫
e−iK·rV (r)d3r|2 (50)
Direct¸ia s¸i modulul vectorului undei dispersate K depinde de modulul k
al lui ki s¸i kd precum s¸i de direct¸ia de ıˆmpra˘s¸tiere (θ, ϕ). Pentru θ s¸i ϕ dat¸i,
sect¸iunea eficace este o funct¸ie de k, energia fasciculului incident. Analog,
pentru o energie data˘ , σ(B) este o funct¸ie de θ s¸i ϕ. Aproximat¸ia Born per-
mite ca studiind variat¸ia sect¸iunii eficace diferent¸iale ıˆn funct¸ie de direct¸ia de
ıˆmpra˘s¸tiere s¸i energia incidenta˘ sa˘ obt¸inem informat¸ii asupra potent¸ialului
V (r).
7N. Nota˘: Unul dintre primele articole de ıˆmpra˘s¸tiere cuantica˘ este:
M. Born, “Quantenmechanik der Stossvorga¨nge” [“Mecanica cuantica˘ a pro-
ceselor de ciocnire”], Zf. f. Physik 37, 863-867 (1926)
7P. Probleme
Problema 7.1
Calculul de variabila˘ complexa˘ a funct¸iei Green
Reamintim ca˘ am obt¸inut deja rezultatul:
G(r, r′) = 1(2π)3
∫ eiqR
k2−q2d
3q , cu R = |r− r′|. Cum d3q = q2 sin θdqdθdφ,
ajungem, dupa˘ ce integra˘m ıˆn variabilele unghiulare , la:
G(r, r′) = i4π2R
∫∞
−∞
(e−iqR−eiqR)
k2−q2 qdq .
Sa˘ punem: C = i
4π2R
; s¸i sa˘ separa˘m integrala ıˆn doua˘ pa˘rt¸i:
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C(
∫∞
−∞
e−iqR
k2−q2 qdq −
∫∞
−∞
eiqR
k2−q2 qdq) .
Sa˘ facem acum q → −q ıˆn prima integrala˘ :∫∞
−∞
e−i(−q)R
k2−(−q)2 (−q)d(−q) =
∫−∞
∞
eiqR
k2−q2 qdq = −
∫∞
−∞
eiqR
k2−q2 qdq
astfel ca˘ :
G(r, r′) = −2C(∫∞−∞ qeiqRk2−q2dq) .
Substituind C, obt¸inem:
G(r, r′) = −i
2π2R
∫∞
−∞
qeiqR
k2−q2dq
Iˆn aceasta˘ forma˘ integrala se poate evalua cu ajutorul reziduurilor polilor
pe care ıˆi poseda˘ , folosind metodele de variabila˘ complexa˘ . Nota˘m ca˘ exista˘
poli simpli ıˆn pozit¸iile q =+− k.
Fig. 7.4: Reguli de contur ıˆn jurul polilor pentru G+ s¸i G−
Folosim conturul din figura 7.4, care ıˆnconjoara˘ polii ıˆn modul ara˘tat,
pentru ca˘ acesta da˘ efectul fizic corect, pentru ca˘ de acord cu teorema rezidu-
urilor,
G(r) = − 14π e
ikr
r (Imk > 0) ,
G(r) = − 14π e
−ikr
r (Imk < 0)
Solut¸ia care ne intereseaza˘ este prima, pentru ca˘ da˘ unde dispersate
divergente, ıˆn timp ce a doua solut¸ie reprezinta˘ unde dispersate convergente.
Mai mult, combinat¸ia lineara˘
1
2 limǫ→0[Gk+iǫ +Gk−iǫ] = − 14π cos krr
corespunde undelor stat¸ionare.
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Evaluarea formala˘ a integralei se poate face luˆınd k2 − q2 → k2 + iǫ − q2 ,
astfel ca˘ :
∫∞
−∞
qeiqR
k2−q2dq →
∫∞
−∞
qeiqR
(k2+iǫ)−q2dq .
Aceasta este posibil pentru R > 0, de aceea conturul pentru calcul va fi
situat ıˆn semiplanul complex superior. Astfel, polii integrantului se afla˘ ıˆn:
q =+−
√
k2 + iǫ ≃+− (k + iǫ2k ). Procedeul de luare a limitei cˆınd ǫ→ 0 trebuie
efectuat dupa˘ evaluarea integralei.
Problema 7.2
Forma asimptotica˘ a funct¸iei radiale
Cum s-a va˘zut deja ıˆn capitolul Atomul de hidrogen partea radiala˘ a ec.
Schro¨dinger se poate scrie:
( d
2
dr2
+ 2r
d
dr )Rnlm(r)− 2mh¯2 [V (r) +
l(l+1)h¯2
2mr2
]Rnlm(r) +
2mE
h¯2
Rnlm(r) = 0 .
n, l,m sunt numerele cuantice sferice. De acum ıˆnainte nu se vor mai scrie
din motive de comoditate. R este funct¸ia de unda˘ radiala˘ (depinde numai
de r). Vom presupune ca˘ potent¸ialele cad la zero mai repede decˆıt 1/r, s¸i
ıˆn plus ca˘ limr→0 r2V (r) = 0.
Folosim acum u(r) = rR, s¸i cum: ( d
2
dr2
+ 2r
d
dr )
u
r =
1
r
d2
dr2
u, avem
d2
dr2u+
2m
h¯2
[E − V (r)− l(l+1)h¯22mr2 ]u = 0 .
Nota˘m ca˘ potent¸ialul prezinta˘ un termen suplimentar:
V (r)→ V (r) + l(l+1)h¯22mr2 ,
care corespunde unei bariere centrifugale repulsive. Pentru o particula˘ libera˘
V (r) = 0 s¸i ecuat¸ia devine
[ d
2
dr2 +
2
r
d
dr )− l(l+1)r2 ]R+ k2R = 0 .
Introducˆınd variabila ρ = kr, obt¸inem
d2R
dρ2 +
2
ρ
dR
dρ − l(l+1)ρ2 R+R = 0 .
Solut¸iile acestei ecuat¸ii sunt as¸a numitele funct¸ii Bessel sferice. Solut¸ia
regulara˘ este:
jl(ρ) = (−ρ)l(1ρ ddρ)l( sin ρρ ) ,
iar cea iregulara˘ :
nl(ρ) = −(−ρ)l(1ρ ddρ )l( cos ρρ ) .
Pentru ρ mare, funct¸iile de interes sunt funct¸iile Hankel sferice:
h
(1)
l (ρ) = jl(ρ) + inl(ρ) s¸i h
(2)
l (ρ) = [h
(1)
l (ρ)]
∗ .
De interes deosebit este comportamentul pentru ρ≫ l:
jl(ρ) ≃ 1
ρ
sin(ρ− lπ
2
) (51)
nl(ρ) ≃ −1
ρ
cos(ρ− lπ
2
) . (52)
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s¸i atunci
h
(1)
l ≃ − iρei(ρ−lπ/2) .
Solut¸ia regulara˘ ıˆn origine este: Rl(r) = jl(kr)
Forma asimtotica˘ este (folosind ec. 51)
Rl(r) ≃ 12ikr [e−ikr−lπ/2 − eikr−lπ/2] .
Problema 7.3
Aproximat¸ia Born pentru potent¸iale Yukawa
Sa˘ considera˘m un potent¸ial de forma:
V (r) = V0
e−αr
r
, (53)
cu V0 s¸i α constante reale s¸i α pozitiva˘ . Potent¸ialul este atractiv sau re-
pulsiv ıˆn funct¸ie de semnul lui V0; cu cˆıt este mai mare |V0|, cu atˆıt este
mai intens potent¸ialul. Presupunem ca˘ |V0| este suficient de mic pentru ca
aproximat¸ia Born sa˘ funct¸ioneze. Conform formulei obt¸inute anterior, am-
plitudinea de dispersie este data˘ de:
f (B)(θ, ϕ) = − 14π 2mV0h¯2
∫
e−iK·r e
−αr
r d
3r .
Cum acest potent¸ial depinde numai de r, integra˘rile unghiulare se pot
face us¸or, ajungˆınd astfel la forma:
f (B)(θ, ϕ) = 14π
2mV0
h¯2
4π
|K|
∫∞
0 sin |K|r e
−αr
r rdr .
As¸adar, obt¸inem:
f (B)(θ, ϕ) = −2mV0
h¯2
1
α2+|K|2 .
Din figura˘ se observa˘ ca˘ : |K| = 2k sin θ2 ; prin urmare:
σ(B)(θ) =
4m2V 20
h¯4
1
[α2+4k2 sin θ
2
2
]2
.
Sect¸iunea totala˘ se obt¸ine prin integrare:
σ(B) =
∫
σ(B)(θ)dΩ =
4m2V 20
h¯4
4π
α2(α2+4k2) .
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8. UNDE PART¸IALE
Introducere
Metoda undelor part¸iale se refera˘ la particule care interact¸ioneaza˘ ıˆntr-o
regiune restrˆınsa˘ de spat¸iu cu o alta, care prin caracteristicile sale este cunos-
cuta˘ ca centru de ıˆmpra˘s¸tiere (de exemplu faptul ca˘ se poate considera fixa˘
). Iˆn afara acestei regiuni, interact¸ia ıˆntre cele doua˘ particule se poate con-
sidera neglijabila˘ . Iˆn acest fel este posibil sa˘ se descrie particula ıˆmpra˘s¸tiata˘
cu urma˘torul Hamiltonian:
H = H0 + V , (1)
unde H0 corespunde Hamiltonianului de particula˘ libera˘ . Deci problema
noastra˘ este de a rezolva urma˘toarea ecuat¸ie:
(H0 + V ) | ψ〉 = E | ψ〉 . (2)
Este evident ca˘ spectrul va fi continuu (studiem cazul ıˆmpra˘s¸tierii elas-
tice). Solut¸ia ecuat¸iei precedente este data˘ de:
| ψ〉 = 1
E −H0V | ψ〉+ | φ〉 . (3)
Cu o analiza˘ us¸oara˘ putem sa˘ vedem ca˘ pentru V = 0 obt¸inem solut¸ia
| φ〉, adica˘ , solut¸ia corespunza˘toare particulei libere. Trebuie notat ca˘
operatorul 1E−H0 ıˆntr-un anumit sens este anomal, pentru ca˘ are un continuu
de poli pe axa reala˘ care coincid cu valorile proprii ale lui H0. Pentru
a ‘sca˘pa’ de aceasta˘ problema˘ sa˘ producem o mica˘ deplasare ıˆn direct¸ia
imaginara˘ (±iǫ) a ta˘ieturii de pe axa reala˘ :
| ψ±〉 = 1
E −H0 ± iεV | ψ
±〉+ | φ〉 (4)
Aceasta˘ ecuat¸ie este cunoscuta˘ ca ecuat¸ia Lippmann-Schwinger. Iˆn final
deplasarea polilor va fi ıˆn sens pozitiv de la axa imaginara˘ (pentru ca prin-
cipiul de cauzalitate sa˘ nu fie violat [cf. Feynman]). Sa˘ lua˘m reprezentarea
x:
〈x | ψ±〉 = 〈x | φ〉+
∫
d3x
′
〈
x| 1
E −H0 ± iε |x
′
〉
〈x′ | V | ψ±〉 . (5)
147
Primul termen din partea dreapta˘ corespunde unei particule libere ıˆn
timp ce al doilea termen se interpreteaza˘ ca o unda˘ sferica˘ care ‘iese’ din
centrul de ıˆmpra˘s¸tiere. Nucleul integralei anterioare se poate asocia cu o
funct¸ie Green (sau propagator) s¸i este foarte simplu sa˘ se calculeze:
G±(x,x
′
) =
h¯2
2m
〈
x| 1
E −H0 ± iε |x
′
〉
= − 1
4π
e±ik|x−x
′ |
| x− x′ | , (6)
unde E = h¯2k2/2m. As¸a cum am va˘zut mai ıˆnainte funct¸ia de unda˘ se poate
scrie ca o unda˘ plana˘ plus una sferica˘ care iese din centrul de ıˆmpra˘s¸tiere
(pˆına˘ la un factor constant):
〈x | ψ+〉 = ek·x + e
ikr
r
f(k,k
′
) . (7)
Ma˘rimea f(k,k
′
) care apare ıˆn ec. 7 se cunoas¸te ca amplitudine de
dispersie s¸i se poate scrie explicit ıˆn forma:
f(k,k
′
) = − 1
4π
(2π)3
2m
h¯2
〈k′ | V | ψ+〉 . (8)
Sa˘ definim acum un operator T astfel ca˘ :
T | φ〉 = V | ψ+〉 (9)
Daca˘ multiplica˘m ecuat¸ia Lippmann-Schwinger cu V s¸i folosim definit¸ia
anterioara˘ obt¸inem:
T | φ〉 = V | φ〉+ V 1
E −H0 + iεT | φ〉 . (10)
Iterˆınd ecuat¸ia anterioara˘ (ca ıˆn teoria de perturbat¸ii) putem obt¸ine aproximat¸ia
Born s¸i corect¸iile sale de ordin superior.
Metoda undelor part¸iale
Sa˘ considera˘m acum cazul unui potent¸ial central nenul. Iˆn acest caz, pe
baza definit¸iei (9) se deduce ca˘ operatorul T comuta˘ cu ~L2 s¸i ~L; de aici se
spune ca˘ T este un operator scalar. Iˆn acest fel pentru a us¸ura calculele
este convenabil sa˘ se foloseasca˘ coordonate sferice, pentru ca˘ data˘ simetria
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problemei, operatorul T va fi diagonal. Acum, sa˘ vedem ce forma˘ ia expresia
(8) pentru amplitudinea de dispersie:
f(k,k
′
) = const.
∑
lml
′
m
′
∫
dE
∫
dE
′〈k′ | E′ l′m′〉〈E′ l′m′ | T | Elm〉〈Elm | k〉 ,
(11)
unde const. = − 14π 2mh¯2 (2π)3. Dupa˘ cˆıteva calcule se obt¸ine:
f(k,k
′
) = −4π
2
k
∑
l
∑
m
Tl(E)Y
m
l (k
′
)Y m
∗
l (k) . (12)
Alegˆınd sistemul de coordonate astfel ca vectorul k sa˘ aiba˘ aceeas¸i direct¸ie
cu axa orientata˘ z, se ajunge la concluzia ca˘ la amplitudinea de dispersie
vor contribui numai armonicele sferice cu m egal cu zero; daca˘ definim θ ca
unghiul ıˆntre k s¸i k
′
vom avea:
Y 0l (k
′
) =
√
2l + 1
4π
Pl(cosθ) . (13)
Cu urma˘toarea definit¸ie:
fl(k) ≡ −πTl(E)
k
, (14)
ec. (12) se poate scrie ıˆn forma urma˘toare:
f(k,k
′
) = f(θ) =
∞∑
l=0
(2l + 1)fl(k)Pl(cosθ) . (15)
Pentru fl(k) se poate da o interpretare simpla˘ pe baza dezvolta˘rii unei
unde plane ıˆn unde sferice. Astfel putem scrie funct¸ia 〈x | ψ+〉 pentru valori
mari ale lui r ıˆn forma
〈x | ψ+〉 = 1
(2π)3/2
[
eikz + f(θ)
eikr
r
]
=
1
(2π)3/2
[∑
l
(2l + 1)Pl(cos θ)
(
eikr − ei(kr−lπ)
2ikr
)
+
∑
l
(2l + 1)fl(k)Pl(cos θ)
eikr
r
]
=
1
(2π)3/2
∑
l
(2l + 1)
Pl(cos θ)
2ik
[
[1 + 2ikfl(k)]
eikr
r
− e
i(kr−lπ)
r
]
. (16)
Aceasta˘ expresie se poate interpreta dupa˘ cum urmeaza˘ . Cei doi termeni
exponent¸iali corespund unor unde sferice, primul unei unde emergente s¸i al
doilea uneia convergente; ıˆn plus efectul de ıˆmpra˘s¸tiere se vede convenabil ıˆn
coeficientul undei emergente, care este egal cu unu cˆınd nu exista˘ dispersor.
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Deplasa˘ri (s¸ifturi) de faza˘
Sa˘ ne imagina˘m acum o suprafat¸a˘ ıˆnchisa˘ centrata˘ ıˆn dispersor. Daca˘ pre-
supunem ca˘ nu exista˘ creare s¸i nici anihilare de particule se verifica˘ :∫
j · dS = 0 , (17)
unde regiunea de integrare este suprafat¸ definita˘ mai ıˆnainte s¸i j este densi-
tatea de curent de probabilitate. Iˆn plus, datorita˘ conserva˘rii momentului
cinetic ecuat¸ia anterioara˘ trebuie sa˘ se verifice pentru fiecare unda˘ part¸iala˘
(cu alte cuvinte, toate undele part¸iale au diferite valori ale proiect¸iilor mo-
mentului cinetic, ceea ce le face diferite. Formularea teoretica˘ ar fi echiva-
lenta˘ daca˘ se considera˘ pachetul de unde ca un flux de particule care nu
interact¸ioneaza˘ ıˆntre ele; mai mult, pentru ca˘ potent¸ialul problemei noastre
este central, momentul cinetic al fieca˘rei “particule” se va conserva ceea ce
ne permite sa˘ spunem ca˘ particulele continua˘ sa˘ fie aceleas¸i). Cu aceste
considerat¸ii, putem sa˘ afirma˘m ca˘ atˆıt unda divergenta˘ cˆıt s¸i cea emergenta˘
difera˘ cel mult printr-un factor de faza˘ . Deci, daca˘ definim:
Sl(k) ≡ 1 + 2ikfl(k) (18)
trebuie sa˘ avem
| Sl(k) |= 1 . (19)
Rezultatele anterioare se pot interpreta cu ajutorul conserva˘rii proba-
bilita˘t¸ilor s¸i erau de ‘as¸teptat’ pentru ca˘ nu am presupus ca˘ exista˘ creare s¸i
anihilare de particule, astfel ca˘ influent¸a centrului dispersor consista˘ pur s¸i
simplu ıˆn a ada˘uga un factor de faza˘ ıˆn componentele undelor emergente s¸i
ıˆn virtutea unitarita˘t¸ii factorului de faza˘ ıˆl putem scrie ıˆn forma:
Sl = e
2iδl , (20)
unde δl este real s¸i este funct¸ie de k. Pe baza definit¸iei (18) putem sa˘ scriem:
fl =
e2iδl − 1
2ik
=
eiδl sin(δl)
k
=
1
k cot(δl)− ik . (21)
Sect¸iunea total de ıˆmpra˘s¸tiere ia forma urma˘toare:
σtotal =
∫
| f(θ)|2dΩ =
150
1k2
∫ 2π
0
dφ
∫ 1
−1
d(cos(θ))
∑
l
∑
l′
(2l + 1)(2l
′
+ 1)eiδl sin(δl)e
iδ
l
′ sin(δl′ )PlPl′
=
4π
k2
∑
l
(2l + 1) sin 2(δl′ ) . (22)
Determinarea s¸ifturilor de faza˘
Sa˘ considera˘m acum un potent¸ial V astfel ca˘ se anula˘ pentru r > R, unde
parametrul R se cunoas¸te ca “raza˘ de act¸iune a potent¸ialului”, astfel ca˘
regiunea r > R evident trebuie sa˘ corespunda˘ unei unde sferice libera˘ (neper-
turbata˘ ). Pe de alta˘ parte, forma cea mai generala˘ de dezvoltare a unei
unde plane ıˆn unde sferice este:
〈x | ψ+〉 = 1
(2π)3/2
∑
l
il(2l + 1)Al(r)Pl(cos θ) (r > R) , (23)
unde coeficientul Al este prin definit¸ie:
Al = c
(1)
l h
(1)
l (kr) + c
(2)
l h
(2)
l (kr) , (24)
s¸i unde h
(1)
l s¸i h
(2)
l sunt funct¸iile Hankel sferice ale ca˘ror forme asimpto-
tice sunt:
h
(1)
l ∼
ei(kr−lπ/2)
ikr
h
(2)
l ∼ −
e−i(kr−lπ/2)
ikr
.
Examinˆınd forma asimptotica˘ a expresiei (23) care este:
1
(2π)3/2
∑
l
(2l + 1)Pl
[
eikr
2ikr
− e
−i(kr−lπ)
2ikr
]
, (25)
se poate vedea ca˘ :
c
(1)
l =
1
2
e2iδl c
(2)
l =
1
2
. (26)
Aceasta permite scrierea funct¸iei de unda˘ radiala˘ pentru r > R ıˆn forma:
Al = e
2iδl [cos δljl(kr)− sin δlnl(kr)] . (27)
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Folosind ecuat¸ia anterioara˘ putem evalua evalua derivata sa logaritmica˘
ıˆn r=R, i.e., exact la frontiera zonei de act¸iune a potent¸ialului:
βl ≡
(
r
Al
dAl
dr
)
r=R
= kR
[
j
′
l cos δl − n
′
l(kR) sin δl
jl cos δl − nl(kR) sin δl
]
. (28)
j
′
l este derivata lui jl ıˆn raport cu kr s¸i evaluata˘ ıˆn r = R. Alt rezultat
important pe care ıˆl putem obt¸ine cunoscˆınd resultatul anterior este s¸iftul
de faza˘ :
tan δl =
kRj
′
l (kR)− βljl(kR)
kRn
′
l(kR)− βlnl(kR)
. (29)
Pentru a obt¸ine solut¸ia completa a problemei ıˆn acest caz este necesar
sa˘ se faca˘ calculele pentru r < R, adica˘ , ıˆn interiorul razei de act¸iune al
potent¸ialului. Pentru cazul unui potent¸ial central, ecuat¸ia Schro¨dinger ıˆn
trei dimensiuni este:
d2ul
dr2
+
(
k2 − 2m
h¯2
V − l(l + 1)
r2
)
ul = 0 , (30)
unde ul = rAl(r) este supusa˘ condit¸iei de frontiera˘ ul |r=0 = 0. Astfel,
putem calcula derivata logaritmica˘, care ıˆn virtutea proprieta˘t¸ii de continu-
itate a derivatei logaritmice (care este echivalenta˘ cu continuitatea derivatei
ıˆntr-un punct de discontinuitate) ne conduce la:
βl |interior= βl |exterior . (31)
Un exemplu: ıˆmpra˘s¸tierea pe o sfera˘ solida˘
Sa˘ trata˘m acum un caz specific. Fie un potent¸ial definit prin:
V =
{
∞ r < R
0 r > R .
(32)
Se s¸tie ca˘ o particula˘ nu poate penetra ıˆntr-o regiune unde potent¸ialul
este infinit, astfel ca˘ funct¸ia de unda˘ trebuie sa˘ se anuleze ıˆn r = R; din
faptul ca˘ sfera este impenetrabila˘ rezulta˘ deasemenea ca˘ :
Al(r) |r=R= 0 . (33)
Astfel, din ec. (27) avem:
tan δl =
jl(kR)
nl(kR)
. (34)
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Se vede ca˘ se poate calcula us¸or s¸iftul de faza˘ pentru orice l. Sa˘ con-
sidera˘m acum cazul l = 0 (ˆımpra˘s¸tiere de unda˘ s) pentru care avem:
δl = −kR
s¸i din ec. (27):
Al=0(r) ∼ sin kr
kr
cos δ0 +
cos kr
kr
sin δ0 =
1
kr
sin(kr + δ0) . (35)
Vedem ca˘ fat¸a˘ de mis¸carea libera˘ exista˘ o contribut¸ie adit¸ionala˘ de o faza˘ .
Este clar ca˘ ıˆntr-un caz mai general diferitele unde vor avea diferite s¸ifturi de
faza˘ ceea ce provoaca˘ o distorsie tranzitorie ıˆn pachetul de unde dispersat.
Sa˘ studiem acum cazul energiilor mici, i.e., kR << 1. Iˆn acest caz, expresiile
pentru funct¸iile Bessel (folosite pentru a descrie funct¸iile Hankel sferice) sunt
urma˘toarele:
jl(kr) ∼ (kr)
l
(2l + 1)!!
(36)
nl(kr) ∼ −(2l − 1)!!
(kr)l+1
(37)
care ne conduc la:
tan δl =
−(kR)2l+1
(2l + 1)[(2l − 1)!!]2 . (38)
Din aceasta˘ formula˘ putem sa˘ vedem ca˘ o contribut¸ie apreciabila˘ la s¸iftul
de faza˘ este dat de undele cu l = 0 s¸i cum δ0 = −kR obt¸inem pentru
sect¸iunea eficace:
σtotal =
∫
dσ
dΩ
dΩ = 4πR2 . (39)
De aici se ajunge la concluzia ca˘ sect¸iunea eficace de ıˆmpra˘s¸iere cuantica˘
este de patru ori mai mare decˆıt sect¸iunea eficace clasica˘ s¸i coincide cu
aria totala˘ a sferei dure. Pentru valori mari ale energiei pachetului incident
se poate lucra cu ipoteza ca˘ toate valorile lui l pˆına˘ la o valoare maxima˘
lmax ∼ kR contribuie la sect¸iunea eficace totala˘ :
σtotal =
4π
k2
l∼kR∑
l=0
(2l + 1)sin2δl . (40)
Iˆn acest fel, pe baza ec. (34) avem:
sin2δl =
tan2 δl
1 + tan2 δl
=
[jl(kR)]
2
[jl(kR)]2 + [nl(kR)]2
∼ sin2
(
kR− lπ
2
)
, (41)
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unde am folosit expresiile:
jl(kr) ∼ 1
kr
sin
(
kr − lπ
2
)
nl(kr) ∼ − 1
kr
cos
(
kr − lπ
2
)
.
Vedem ca˘ δl descres¸te cu
π
2 de fiecare data˘ ca˘ l se incrementa˘ cu o unitate,
s¸i deci este evident ca˘ se ıˆndeplines¸te sin2δl+sin
2δl+1 = 1. Aproximıˆnd sin
2δl
cu valoarea sa medie 12 , este simplu de obt¸inut rezultatul pe baza sumei de
numere impare:
σtotal =
4π
k2
(kR)2
1
2
= 2πR2 . (42)
Odata˘ ıˆn plus rezultatul calculului bazat pe metodele de mecanica˘ cuan-
tica˘ , des¸i asema˘na˘tor, difera˘ totus¸i de rezultatul clasic. Sa˘ vedem care este
originea factorului 2; mai ıˆntˆıi vom separa ec. (15) ıˆn doua˘ pa˘rt¸i:
f(θ) =
1
2ik
l=kR∑
l=0
(2l+1)e2iδlPl cos(θ)+
i
2k
l=kR∑
l=0
(2l+1)Pl cos(θ) = frefl+fumbra˘ .
(43)
Evaluˆınd
∫ |f refl|2dΩ:∫
|f refl|2dΩ =
2π
4k2
lmax∑
l=0
∫
−1
1
(2l + 1)2[Pl cos(θ)]
2d(cos θ) =
πlmax
2
k2
= πR2 .
(44)
Analizˆınd acum fumbra˘ pentru unghiuri mici avem:
fumbra˘ ∼
i
2k
∑
(2l + 1)J0(lθ) ∼ ik
∫ R
0
bJ0(kbθ)db =
iRJ1(kRθ)
θ
. (45)
Aceasta˘ formula˘ este destul de cunoscuta˘ ıˆn optica˘ , fiind formula pentru
difract¸ia Fraunhofer; cu ajutorul schimbului de variabila˘ z = kRθ putem sa˘
evalua˘m integrala
∫ |f umbra˘ |2dΩ:∫
|f umbra˘ |2dΩ ∼ 2πR2
∫ ∞
0
[J1(z)]
2
z
dz ∼ πR2 . (46)
Iˆn sfˆırs¸it, neglijˆınd interferent¸a ıˆntre frefl s¸i f umbra˘ (pentru ca˘ faza
oscileaza˘ ıˆntre 2δl+1 = 2δl−π). Se obt¸ine astfel rezultatul (42). Am etichetat
unul dintre termeni cu titlul de umbra˘ , pentru ca˘ originea sa se explica˘ us¸or
154
daca˘ se apeleaza˘ la comportamentul ondulatoriu al particulei dispersate (din
punct de vedere ‘fizic’ nu exista˘ nici o diferent¸a˘ ıˆntre un pachet de unda˘ s¸i
o particula˘ ıˆn acest caz). Originea sa consta˘ ıˆn componentele pachetului de
unde ıˆmpra˘s¸tiate ıˆnapoi ceea ce produce o diferent¸a˘ de faza˘ fat¸a˘ de undele
incidente ducˆınd la o interferent¸a˘ distructiva˘ .
Iˆmpra˘s¸tiere ıˆn cˆımp coulombian
Sa˘ considera˘m acum un exemplu clasic s¸i ceva mai complicat: ıˆmpra˘s¸tierea
de particule ıˆntr-un cˆımp coulombian. Pentru acest caz ecuat¸ia Schro¨dinger
este: (
− h¯
2
2m
∇2 − Z1Z2e
2
r
)
ψ(r) = Eψ(r), E > 0 , (47)
undem este masa redusa˘ a sistemului ıˆn interact¸ie s¸i evident E > 0 deoarece
trata˘m cazul dispersiei fa˘ra˘ producere de nici un fel de sta˘ri legate. Ecuat¸ia
anterioara˘ este echivalenta˘ urma˘toarei expresii (pentru valori adecuate ale
constantelor k s¸i γ) : (
∇2 + k2 + 2γk
r
)
ψ(r) = 0 . (48)
Daca˘ nu considera˘m bariera centrifugala˘ a potent¸ialului efectiv (unde s)
ne ga˘sim ıˆn condit¸iile unei interact¸iuni coulombiene pure s¸i putem propune
o solut¸ie de forma:
ψ(r) = eik·rχ(u) , (49)
cu
u = ikr(1− cos θ) = ik(r − z) = ikw ,
k · r = kz .
ψ(r) este solut¸ia completa˘ a ecuat¸iei Schro¨dinger s¸i se poate as¸tepta un
comportament asimptotic format din doua˘ pa˘rt¸i, respectiv de unda˘ plana˘
eik·r s¸i unda˘ sferica˘ r−1eikr. Definind noi variabile:
z = z w = r − z λ = φ ,
cu ajutorul relat¸iilor anterioare, ec. (48) ia forma:[
u
d2
du2
+ (1− u) d
du
− iγ
]
χ(u) = 0 . (50)
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Pentru a rezolva aceasta˘ ecuat¸ie, trebuie studiat mai ıˆntˆıi comportamen-
tul sa˘u asimptotic, dar cum acesta a fost deja prezentat, funct¸ia de unda˘
asimptotica˘ normalizata˘ care se obt¸ine ıˆn final ca rezultat al tuturor cal-
culelor anterioare este:
ψk(r) =
1
(2π)3/2
(
ei[k·r−γln(kr−k·r)] +
fc(k, θ)e
i[kr+γln2kr]
r
)
. (51)
Dupa˘ cum vedem, funct¸ia de unda˘ anterioara˘ prezinta˘ termeni care o
fac sa˘ difere apreciabil de ec. (7). Acest lucru se datoreaza˘ faptului ca˘
fort¸a coulombiana˘ este de raza˘ infinita˘ de act¸iune. Efectuarea calculului
exact pentru amplitudinea de ıˆmpra˘t¸iere coulombiana˘ este destul de dificil
de realizat. Aici vom da numai rezultatul final pentru funct¸ia de unda˘
normalizata˘ :
ψk(r) =
1
(2π)3/2
(
ei[k·r−γln(kr−k·r)] +
g∗1(γ)
g1(γ)
γ
2k sin(θ/2)2
ei[kr+γln2kr]
r
)
,
(52)
unde g1(γ) =
1
Γ(1−iγ) .
Iˆn ceea ce prives¸te analiza de unde part¸iale o vom reduce la prezentarea
rezultatelor deja discutate ıˆntr-un mod cˆıt mai clar posibil. Mai ıˆntˆıi scriem
funct¸ia de unda˘ (49) ψ(r) ıˆn urma˘toarea forma˘ :
ψ(r) = eik·rχ(u) = Aeik·r
∫
C
euttiγ−1(1− t)−iγdt , (53)
unde A este o constanta˘ de normalizare s¸i toata˘ partea integrala˘ este trans-
formata Laplace inversa˘ a transformatei directe a ecuat¸iei (50). O forma˘
convenabila˘ a ecuat¸iei anterioare este:
ψ(r) = A
∫
C
eik·r(1− t)eikrt(1− t)d(t, γ)dt (54)
cu
d(t, γ) = tiγ−1(1− t)−iγ−1 . (55)
Iˆn cadrul analizei de unde part¸iale proceda˘m la a scrie:
ψ(r) =
∞∑
l=0
(2l + 1)ilPl(cos θ)Al(kr) , (56)
unde
Al(kr) = A
∫
C
eikrtjl[kr(1− t)](1− t)d(t, γ) . (57)
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Aplicˆınd relat¸iile ıˆntre funct¸iile Bessel sferice s¸i funct¸iile Hankel sferice
avem:
Al(kr) = A
(1)
l (kr) +A
(2)
l (kr) . (58)
Evaluarea acestor coeficient¸i nu o vom prezenta aici (fiind destul de com-
plicata˘ ). Rezulta˘ ca˘ :
A
(1)
l (kr) = 0 (59)
A
(2)
l (kr) ∼ −
Aeπγ/2
2ikr
[2πig1(γ)]
(
e−i[kr−(lπ/2)+γ ln 2kr] − e2iηl(k)ei[kr−(lπ/2)+γ ln 2kr]
)
(60)
unde
e2iηl(k) =
Γ(1 + l − iγ)
Γ(1 + l + iγ)
. (61)
Calculul amplitudinii de ıˆmpra˘s¸tiere coulombiana˘
Daca˘ efectua˘m transformata Laplace a ec. (50) obt¸inem:
χ(u) = A
∫
C
euttiγ−1(1− t)−iγdt . (62)
Conturul C merge de la −∞ la ∞ s¸i se ıˆnchide pe deasupra axei reale.
Iˆn aceste condit¸ii, vedem ca˘ exista˘ doi poli: cˆınd t = 0 s¸i t = 1. Cu schimbul
de variabila˘ s = ut obt¸inem:
χ(u) = A
∫
C1
essiγ−1(u− s)−iγ . (63)
χ(u) trebuie sa˘ fie regulara˘ ıˆn zero s¸i ıˆntr-adeva˘r:
χ(0) = (−1)−iγA
∫
C1
es
s
ds . = (−1)−iγA2πi (64)
Luˆınd acum limita u → ∞, sa˘ facem o deplasare infinitezimala˘ (pentru
a elimina faptul ca˘ polii sunt pe contur) s¸i cu un schimb de variabila˘ astfel
ca˘ su = − (s0±iε)iκ , vedem ca˘ aceasta˘ expresie tinde la zero cˆınd u → ∞.
Deci, putem sa˘ dezvolta˘m (u − s) ıˆn serie de puteri de su pentru polul cu
s = 0. Dar aceasta˘ dezvoltare nu este buna˘ ıˆn s = 1, pentru ca˘ ıˆn acest
caz s = −s0 + i(κ ± ε) s¸i de aici rezulta˘ ca˘ su = 1 − (s0±iε)κ tinde la 1 cˆınd
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κ → ∞; dar daca˘ facem schimbul de variabila˘ s′ = s − u aceasta˘ problema˘
se elimina˘ :
χ(u) = A
∫
C2
(
[essiγ−1(u− s)−iγ ]ds+ [es
′
+u(−s′)iγ(u+ s′)iγ−1]ds′
)
.
(65)
Dezvoltˆınd seriile de puteri este us¸or de calculat integralele precedente,
dar ıˆn rezultat trebuie sa˘ se ia limita su → 0 pentru a obt¸ine formele asimp-
totice corecte pentru ıˆmpra˘s¸tierea coulombiana˘ :
χ(u) ∼ 2πiA
[
u−iγg1(γ)− (−u)iγ−1eug2(γ)
]
2πg1(γ) = i
∫
C2
essiγ−1ds
2πg2(γ) = i
∫
C2
ess−iγds . (66)
Dupa˘ acest s¸ir de schimba˘ri de variabile, ne ıˆntoarcem la s-ul original
pentru a obt¸ine:
(u∗)iγ = (−i)iγ [k(r − z)]iγ = eγπ/2eiγ ln k(r−z)
(u)−iγ = (i)−iγ [k(r − z)]−iγ = eγπ/2e−iγ ln k(r−z) . (67)
Calculul lui χ odata˘ efectuat, este echivalent cu a avea ψk(r) pornind de
la (49).
Aproximat¸ia eikonala˘
Vom face o scurta˘ expozit¸ie a aproximat¸iei eikonale a ca˘rei filosofie este
aceeas¸i cu cea care se face cˆınd se trece de la optica ondulatorie la optica
geometrica˘ s¸i de aceea este corecta˘ cˆınd potent¸ialul variaza˘ put¸in pe distant¸e
comparabile cu lungimea de unda˘ a pachetului de unde dispersat, adica˘ ,
pentru cazul E >> |V |. Astfel aceasta˘ aproximat¸ie poate fi considerata˘ ca o
aproximat¸ie cuasiclasica˘ . Mai ıˆntˆıi propunem ca˘ funct¸ia de unda˘ cuasiclasica˘
are forma binecunoscuta˘ :
ψ ∼ eiS(r)/h¯ , (68)
unde S satisface ecuat¸ia Hamilton-Jacobi, cu solut¸ia:
S
h¯
=
∫ z
−∞
[
k2 − 2m
h¯2
V
(√
b2 + z′2
)]1/2
dz′ + constanta˘ . (69)
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Constanta aditiva˘ se alege ıˆn as¸a fel ıˆncˆıt:
S
h¯
→ kz pentru V → 0 . (70)
Termenul care multiplica˘ potent¸ialul se poate interpreta ca un schimb
de faza˘ al pachetului de unde, avˆınd urma˘toarea forma˘ explicita˘
∆(b) ≡ −m
2kh¯2
∫ ∞
−∞
V
(√
b2 + z2
)
dz . (71)
Iˆn cadrul metodei de unde part¸iale aceasta˘ aproximat¸ie are urma˘toarea
aplicat¸ie. S¸tim ca˘ aproximat¸ia eikonala˘ este corecta˘ la energii ıˆnalte, unde
exista˘ multe unde part¸iale care contribuie la dispersie. Astfel putem con-
sidera l ca o variabila˘ continua˘ s¸i prin analogie cu mecanica clasica˘ punem
l = bk. Iˆn plus, cum deja am ment¸ionat lmax = kR, care substituit ıˆn
expresia (15) conduce la:
f(θ) = −ik
∫
bJ0(kbθ)[e
2i∆(b) − 1]db . (72)
8P. Probleme
Problema 8.1
Sa˘ se obt¸ina˘ deplasarea de faza˘ (s¸iftul) s¸i sect¸iunea diferent¸iala˘ de ıˆmpra˘s¸tiere
la unghiuri mici pentru un centru de ıˆmpra˘s¸tiere de potent¸ial U(r) = αr2 .
Sa˘ se t¸ina˘ cont de faptul ca˘ ıˆn ıˆmpra˘s¸tierile de unghiuri mici principala
contribut¸ie o dau undele part¸iale cu l mari.
Solut¸ie:
Rezolvˆınd ecuat¸ia
R
′′
l +
[
k2 − l(l + 1)
r2
− 2mα
h¯2r2
]
= 0
cu condit¸iile de frontiera˘ Rl(0) = 0, Rl(∞) = N , unde N este un numa˘r
finit, obt¸inem
Rl(r) = A
√
rIλ(kr) ,
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unde λ =
[
(l + 12)
2 + 2mα
h¯2
]1/2
s¸i I este prima funct¸ia Bessel modificata˘ .
Pentru determinarea lui δl se foloses¸te expresia asimptotica˘ a lui Iλ:
Iλ(kr) ∝
(
2
πkr
)1/2
sin(kr − λπ
2
+
π
4
) .
Prin urmare
δl = −π
2
(
λ− l − 1
2
)
= −π
2
[(l + 1
2
)2 +
2mα
h¯2
]1/2
−
(
l +
1
2
) .
Condit¸ia l mari de care se vorbes¸te ıˆn problema˘ ne conduce la:
δl = − πmα
(2l + 1)h¯2
,
de unde se vede ca˘ |δl| ≪ 1 pentru l mari.
Din expresia generala˘ a amplitudinii de ıˆmpra˘s¸tiere
f(θ) =
1
2ik
∞∑
l=0
(2l + 1)Pl(cos θ)(e
2iδl − 1) ,
la unghiuri mici e2iδl ≈ 1 + 2iδl s¸i
∞∑
l=0
Pl(cos θ) =
1
2 sin θ2
.
Astfel:
f(θ) = −παm
kh¯2
1
2 sin θ2
.
Prin urmare:
dσ
dθ
=
π3α2m
2h¯2E
ctg
θ
2
.
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